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Introduction

L’objet de cette these est I’étude des liens entre la positivité du fibré tangent
d’une variété projective complexe et la géométrie de cette variété. On sait en effet
que si 'on impose des hypotheses de positivité suffisamment fortes sur le fibré
tangent, alors la variété sous-jacente est completement déterminée. Commencons
par rappeler deux résultats illustrant ce phénomene : le premier, répondant a une
conjecture d’Hartshorne, a été démontré par Mori a la fin des années 70.

Théoréme. [Mo79] Soit X une variété projective complexe lisse. Si Tx est ample,
alors X = P".

Le second résultat est également une caractérisation des espaces projectifs, due
a Wahl quelques années plus tard.

Théoreme. [Wa83] Soit X une variété projective compleze lisse. Si Tx contient un
sous-faisceau inversible ample L, alors ou bien (X, L) = (P, Opn(1)) avec n > 1,
ou bien (X, L) = (P!, Op1(2)).

Si on veut s’inscrire dans la lignée de ces deux résultats, il y a au moins deux
directions a explorer. La premiere consiste a affaiblir '’hypothese de positivité du
théoreme de Mori : on peut par exemple se demander si on peut caractériser les
variétés dont le fibré tangent est nef. A la suite des travaux de Campana et Peternell
([CP91]), Demailly, Peternell et Schneider ([DPS94]) ont étudiés ces variétés. Ils
montrent qu’une variété X ayant cette propriété admet un revetement étale fini
X — X, tel que application d’Albanese X — Alb(f( ) soit une fibration lisse dont
les fibres sont des variétés de Fano ayant un fibré tangent nef. Par conséquent il ne
reste qu’a étudier le cas de ces variétés de Fano ayant un fibré tangent nef. Il est
conjecturé que de telles variétés sont homogenes, et cette conjecture a été vérifiée
en dimension < 3. En revanche la question reste ouverte en dimensions supérieures.

On peut continuer ainsi en affaiblissant encore ’hypothese de positivité, par
exemple en supposant seulement le fibré tangent pseudo-effectif. C’est ce que font
Demailly, Peternell et Schneider dans [DPS01], ou ils obtiennent quelques résultats
de structure, moins complets que ceux obtenus dans le cas nef : on donnera dans
I'introduction a la premiere partie un apercu de ces résultats. On dispose entre
autres d’un début de classification des surfaces dont le fibré tangent est pseudo-
effectif : si S est une telle surface, alors soit .S admet un revétement étale fini par



une surface abélienne, soit S est rationnnelle, soit S est une surface réglée sur une
courbe elliptique. L’objectif de la premiere partie de cette these sera d’apporter des
compléments a cette classification. On montrera les deux théoremes suivants.

Théoréme. On note F,, = P(Op1 ® Op1(—m)) les surfaces de Hirzebruch (m > 0).

1. Soit S l’éclatement de P? en r points générauz. Alors Ty est pseudo-effectif si
et seulement st r < 5. Donc pour m =0 ou m = 1, [’éclatement de F,, en r
points généraux a un fibré tangent pseudo-effectif si et seulement si r < 4.

2. Soit S léclatement de F,, en r points généraux, avec m > 2.
- Sir <3, alors Ty est pseudo-effectif.
— Sir > 5, alors Ts n’est pas pseudo-effectif.

Théoreme. Soit C' une courbe elliptique, et E un fibré vectoriel de rang 2 sur C'.
Si S =P(FE), alors Ts est pseudo-effectif.

La deuxieme direction, qui est celle suivie dans la deuxieme partie, a pour origine
la conjecture de Beauville suivante, généralisant le théoreme de Wahl : si pour un
entier p > 1 la puissance extérieure p-eme du fibré tangent d’une variété projective
complexe lisse contient la puissance p-eme d’un faisceau inversible ample, alors la
variété est soit un espace projectif, soit une quadrique. Araujo, Druel et Kovacs ont
démontré dans [ADKOS| que cette conjecture est vraie. Il est naturel de se demander
si la conclusion reste vraie quand on remplace dans les hypotheses les puissances
extérieures par des puissances tensorielles. On sait, toujours d’apres [ADKOS§|, que
la réponse est positive sous 'hypothese supplémentaire que le nombre de Picard de
la variété est égal a 1. On montrera dans la deuxieme partie de cette these que c’est
toujours vrai sans faire d’hypothese préalable sur le nombre de Picard. Le théoreme
principal de cette deuxieéme partie est donc le suivant.

Théoreme. Soient X une variété projective lisse de dimensionn > 1, et L un fibré
en droites ample sur X. Soit p > 1 un entier. On suppose que

HO(X, TP @ L7P) # 0.

Alors ou bien (X, L) = (P!, Op1(2)), ou bien (X, L) = (P", Opa(1)), ou bien (X, L) =
(Qn, O, (1)), ot Q,, C P** est une quadrique lisse de dimension n.

Passons maintenant aux conventions et notations utilisées tout au long de ce
texte, les introductions aux parties I et II fourniront des renseignements plus pré-
cis sur les résultas démontrés dans cette these ainsi quun apercu des méthodes
employées.

Conventions et notations

On appellera variété un schéma séparé et réduit, de type fini sur C. Une variété
sera toujours supposé irréductible si le contraire n’est pas spécifié. Les courbes



seront des schémas séparés et réduits, de type fini sur C, de dimension 1, connexes
mais pas nécessairement irréductibles. Si X est une variété et si x € X on notera
k(z) = Ox,/mx. le corps résiduel, et K(X) le corps des fonctions de X. Par
diviseur on entendra diviseur de Cartier, sauf mention du contraire. On confondra
faisceaux localement libres et fibrés vectoriels. Si L est un fibré en droites on notera
LP = L®P pour tout p € Z. Si E est un fibré vectoriel sur X, P(E) désignera le fibré
projectif des hyperplans dans les fibres de £, autrement dit P(E) = Proj(Sym(E)).
On notera S™F la n-iéme puissance symétrique de E.






Premiere partie

Variétés dont le fibré tangent est
pseudo-effectif



Introduction a la premiere partie

Si X est une variété projective, un diviseur sur X est dit pseudo-effectif si sa
classe d’équivalence numérique appartient a I’adhérence du cone engendré par les
classes de diviseurs effectifs de X. Un diviseur pseudo-effectif D est caractérisés par
le fait que son ensemble base restreint B_(D), qui est la réunion des ensembles
base stables B(D + A) ou A est un Q-diviseur ample, ne recouvre pas la variété X.
Dans [BDPP04], Boucksom, Demailly, Patin, et Peternell proposent de généraliser
la définition de pseudo-effectivité a un fibré vectoriel de la facon suivante.

Définition. Soient E un fibré vectoriel sur une variété projective X, et 7 : P(E) —
X le fibré projectif associé a E. On dit que E est pseudo-effectif si le fibré en droites
Op(g) (1) est pseudo-effectif sur P(E), et si de plus 7(B_(Opg)(1))) # X.

Intéressons nous maintenant aux variétés projectives X dont le fibré tangent est
pseudo-effectif. Il est facile de voir qu'une telle variété vérifie x(X) < 0. Dans le cas
ou k(X) = 0, on peut montrer que le diviseur canonique de X est numériquement
trivial, et Demailly, Peternell et Schneider démontrent dans [DPS01] le résultat
suivant.

Proposition. [DPS01, Proposition 6.11] Soit X une variété projective lisse avec Tx
pseudo-effectif et K(X) > 0. Alors il existe une variété abélienne A et un revétement
étale fini A — X.

Réciproquement, si on a un revétement étale fini A — X avec A une variété
abélienne, alors Tx est nef, donc pseudo-effectif.

Dans le cas ou k(X)) = —o0, on peut montrer que X est uniréglée. Toujours grace
a [DPS01], on sait de plus que application d’Albanese de X est surjective et lisse.
Par conséquent, si on suppose que X est une surface, alors deux cas sont possibles :
soit X est rationnelle, soit X est une surface réglée sur une courbe elliptique.

On se propose dans cette premiere partie d’affiner ce résultat, en se posant la
question suivante : quelles sont, parmi les surfaces rationnelles et les surfaces réglées
sur une courbe elliptique, celles dont le fibré tangent est pseudo-effectif ?

Une surface rationnelle est isomorphe a 1’éclatement d’un nombre fini de points
sur une surface de Hirzebruch. On ne peut pas espérer obtenir de résultat décrivant
toutes les configurations de points éclatés, comme le montre 'exemple des éclate-
ments de P2. En effet on verra que si r > 6, le fibré tangent de 1’éclatement de P? en
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r points n’est pas pseudo-effectif si les points sont en position générale, alors qu’il
’est si les points sont alignés. C’est pourquoi on ne s’intéressera qu’aux éclatements
de points en position générale. On démontre le résultat partiel suivant.

Théoreme 1. On note F,, = P(Op1 & Op1(—m)) les surfaces de Hirzebruch (m >
0).
1. Soit S l’éclatement de P? en r points générauz. Alors Ty est pseudo-effectif si

et seulement st r < 5. Donc pour m =0 ou m = 1, [’éclatement de F,, en r
points généraux a un fibré tangent pseudo-effectif si et seulement si r < 4.

2. Soit S éclatement de IF,, en r points généraux, avec m > 2.
- Sir <3, alors Ts est pseudo-effectif.
— Sir > 5, alors Ts n’est pas pseudo-effectif.

La démonstration de ce théoreme passe par I’étude des puissances symétriques du
fibré tangent de S. En effet la pseudo-effectivité d'un fibré vectoriel est caractérisée
de la maniere suivante.

Proposition. [BDPP0J, Proposition 7.2] Soit E un fibré vectoriel sur une variété
projective lisse X. Alors E est pseudo-effectif si et seulement s’il existe un point
x € X et un fibré en droites ample H sur X tels que pour tout n > 1, il existe un
entier k > 1 tel que l'application d’évaluation des sections

H(X,S"E @ H*) =% S"E @ H* @ k(x) soit surjective.

Si 7T : X — X est Péclatement d’un point sur une surface, on peut décrire
de fagon précise les conditions d’annulation au voisinage du point éclaté qui sont
nécessaires et suffisantes pour qu'une section globale de S™T'x induise une section
globale de S™T';. Cette description permet, dans les cas ou l'on éclate quelques
points sur une surface, de construire de fagon explicite suffisamment de sections
de S"T'; pour en déduire que Ty est pseudo-effectif. Quand le nombre de points
éclatés augmente, ces conditions d’annulation deviennent plus fortes et ceci permet
de montrer dans certains cas que T’y n’est plus pseudo-effectif.

Apres I'étude des surfaces rationnelles, on traite le cas des surfaces réglées sur
une courbe elliptique. On obtient le théoreme suivant.

Théoreme 2. Soit C' une courbe elliptique, et E un fibré vectoriel de rang 2 sur C'.
Si S =P(F), alors Ty est pseudo-effectif.

L’idée permettant d’établir ce résultat est de construire des sections de S™T%
par la méthode suivante : si A = m(C) est le groupe fondamental de C' et si
p : V. — C est son revétement universel, on peut voir S comme le quotient de
V xP! par une action de A. On identifie alors les sections de S™ T avec les sections de
S™Ty «p1 invariantes sous ’action de A. Une construction explicite de telles sections
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permet d’obtenir une minoration de h°(S, S"Ts). Par ailleurs, si on note 7 : S — C
I’application naturelle, alors la suite exacte

0—Tsc—Ts—mTc—0

définit une section o de la projection naturelle P(7s) — S. Si on note Z son image,
alors on peut voir que T est pseudo-effectif si et seulement si B_(Op(zy)(1)) ne
contient pas Z, ce qui est équivalent a ce que I'ordre d’annulation asymptotique de
Op(15)(1) le long de Z soit nul. Or il est possible de calculer cet ordre d’annulation
asymptotique grace a la minoration de h°(S, S™Ts) évoquée ci-dessus, ce qui permet
de conclure.

Contenu des chapitres

Le premier chapitre est composé principalement de rappels sur les ensembles
bases restreints, les diviseurs et fibrés vectoriels pseudo-effectifs : on donnera leur
définitions et principales propriétés. A la fin du chapitre on illustre par des exemples
le fait que la pseudo-effectivité d'un fibré vectoriel n’a pas de bonnes propriétés vis
a vis des déformations de la variété sous-jacente.

Dans le chapitre 2, on commence par rappeler quelques résultats concernant
les variétés dont le fibré tangent est pseudo-effectif, avant de passer a 1’étude des
puissances symétriques du fibré tangent d’un éclatement de centre lisse. On montre
au passage que dans un éclatement X = X, si T'; est pseudo-effectif alors T'x I'est
aussi.

Le chapitre 3 est consacré a I’étude des surfaces dont le fibré tangent est pseudo-
effectif. On utilise d’abord les résultats obtenus dans le chapite 2 pour démontrer le
théoreéme [I] On termine par la démonstration du théoréme [2

12



Chapitre 1

Diviseurs et fibrés vectoriels
pseudo-effectifs

Dans ce chapitre on rappelle les définitions et principales propriétés des en-
sembles bases restreints, ainsi que des diviseurs et fibrés vectoriels pseudo-effectifs.
Enfin on donnera des exemples montrant que la propriété de pseudo-effectivité se
comporte mal vis a vis des déformations de la variété sous-jacente.

1.1 Ensemble base restreint

1.1.1 Définitions et propriétés

Définition 1.1.1. Si D est un diviseur sur une variété projective X, on note
Bs |D| = (\p¢|p| Supp(D’) 'ensemble base du systeme linéaire |D|, avec la conven-
tion que Bs|D| = X si |D] = 0.

L’ensemble base n’est pas invariant par multiplication par un entier, ¢’est pour-
quoi on introduit ’ensemble base stable, qui lui aura cette propriété.

Définition 1.1.2. Soit D un diviseur sur une variété projective X. L’ensemble
base stable de D est
B(D) = () Bs|mD|

m>1
La proposition qui suit explique pourquoi B(D) est appelé ensemble base stable.

Proposition 1.1.3. [La04, Proposition 1.2.1.21] L’ensemble base stable B(D) est
l'unique élément minimal de la famille {Bs |mD|},,>1. De plus il existe un entier
myg tel que

B(D) = Bs|kmoD| Vk>>0

13



La deuxiéme partie de cet énoncé entraine immédiatement que B(D) = B(pD)
pour tout entier p > 1, ce qui permet de définir I’ensemble base stable d’'un Q-
diviseur D : on choisit un entier p > 1 tel que pD soit un diviseur entier et on pose
B(D) = B(pD). Cela ne dépend pas de l'entier p > 1 choisi.

Remarque 1.1.4. L’ensemble base stable n’est pas un invariant numérique du
diviseur : il existe des exemples de diviseurs nefs et grands numériquement équiva-
lents mais avec des ensembles base stables différents (c¢f [La04, Example 11.10.3.3]).
Pour résoudre ce probleme on peut définir I’ensemble base restreint.

Définition 1.1.5. Soit D un Q-diviseur sur une variété projective X. L’ensemble
base restreint de D est

B_(D) = JB(D+ 4)

ou la réunion porte sur I’ensemble des Q-diviseurs amples A sur X.

Remarque 1.1.6. On reprend ici la terminologie de [ELMNPO03]. Dans [BDPP04]
cet ensemble est appelé lieu non-nef de D. On verra plus loin qu'un diviseur a un
ensemble base restreint vide si et seulement s’il est nef, et qu'un diviseur admet
la variété toute entiere pour ensemble base restreint si et seulement s’il n’est pas
pseudo-effectif.

Contrairement a I’ensemble base stable, I’ensemble base restreint ne dépend que
de la classe d’équivalence numérique du diviseur.

Proposition 1.1.7. [ELMNP03, Proposition 1.15.7] Si Dy et Dy sont des Q-
diviseurs numériquement équivalents alors B_(Dy) = B_(Ds).

On ne sait pas si I’ensemble base restreint d'un diviseur est fermé en général.
Cependant, c’est une réunion au plus dénombrable de fermés d’apres la proposition
suivante.

Proposition 1.1.8. [ELMNPO0S3, Proposition 1.19] Soient D un Q-diviseur sur une
variété projective X, et H un diviseur ample sur X. Alors

B_(D) = | JB(nD + H)

n>1
En particulier, B_(D) est une réunion au plus dénombrable de fermés de X.

Dans le cas ou D est un diviseur associé au fibré en droites Opg)(1), out E est
un fibré vectoriel sur X, on a la description suivante de I’ensemble base restreint de

D.

Proposition 1.1.9. Soient E un fibré vectoriel sur une variété projective X, et H
un Q-diviseur ample sur X. Soit 7 : P(E) — X le fibré projectif associé a E et D
un diviseur sur P(E) associé¢ au fibré en droites Opgy(1). Alors

B_(D)=|JB(D+7"A) = | | B(nD + 7" H)

n>1

14



ot la premiere réunion est prise sur [’ensemble des Q-diviseurs amples A sur X.

Démonstration. Notons By = (J, B(D + 7*A4) et By = |-, B(nD + 7" H). L'in-
clusion By C B est claire.

Si A est un Q-diviseur ample sur X alors il existe un entier m > 2 tel que
H := D+ mn* A soit ample sur P(E), car D est m-ample. On a alors :

B(D +7°A) = B(mD + mr*A) = B((m — 1)D + H) = B(D + ——H),
ce qui prouve que B(D + 7*A) € B_(D), d’ou l'inclusion B; € B_(D).

Enfin pour la derniére inclusion B_ (D) C B, il suffit d’observer que si on choisit
un diviseur H ample sur X tel que H := D+7*H soit ample sur P(E), alors d’apres
[T1.9)

B_(D)=|JBmD+H)=|JB((n+1)D+"H)
n>1 n>1

]

Le résultat suivant explique dans une certaine mesure ’appellation de «lieu non-
nef» pour désigner B_ (D).

Proposition 1.1.10. [BDPP0J, Theorem 6.2] Soit D un Q-diviseur sur une variété
projective X. Alors B_(D) contient toutes les courbes irréductibles C C X telles
que D - C < 0.

On en déduit immédiatement le résultat suivant.

Corollaire 1.1.11. Soit D un Q-diviseur sur une variété projective X . On a l’équi-
valence suivante :
B_(D)=0 <= D est nef

Remarque 1.1.12. L’inclusion réciproque de (1.1.10)) :
B.(D)c |J C
D-C<0

est fausse en général. Il existe un exemple d'un diviseur D sur une surface 5, et
d’une courbe irréductible C' C S tels que D-C > 0et C C B_(D) (¢f [BDPP04,
Remark 6.3]).

1.1.2 Liens avec ’ordre d’annulation asymptotique

On introduit ici la notion d’ordre d’annulation asymptotique d’un diviseur le long
d’une sous-variété, qui permet de donner une description alternative de I’ensemble
base restreint d'un Q-diviseur grand sur une variété lisse.
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Etant donnée une sous-variété Z d’une variété projective lisse X, on note vz la
valuation discrete sur le corps des fonctions K(X) qui donne l'ordre d’annulation
le long de Z. Si D est un diviseur sur X et si m est un entier tel que |mD]| # (), on
note vz(|mD|) := vz(f), ou f est une équation d’'un élément général de |mD| au
point générique de Z. On a alors la propriété suivante :

Lemme 1.1.13. [ELMNP03, Lemma 2.1] Si m et n sont deux entiers tels que
imD| # 0 et [nD| # 0, alors

vz(|(m +n) D) < vz(lmD|) + vz(|nD])

Ce lemme assure 'existence de la limite dans la définition suivante.

Définition 1.1.14. Soit D un diviseur grand sur X. L’ordre d’annulation asymp-
totique de D le long de Z est

. 1% mD
vz (|| D)) :AE%OM

Remarque 1.1.15. On a pour tout entier m : vz(||mD||) = m - vz(||D]|), donc
on peut étendre de facon naturelle la définition a des Q-diviseurs.

Avec cette définition on peut décrire I'ensemble base restreint d’'un Q-diviseur
grand de la maniere suivante.

Proposition 1.1.16. [ELMNPQO3, Proposition 2.8] Soit X une variété projective
lisse, et D un Q-diviseur grand sur X. Alors pour toute sous-variété Z de X, on a
l’équivalence suivante :

ZcB.(D) <  w(|D|))>0

Remarque 1.1.17. On peut étendre la notion d’ordre d’annulation asymptotique
a un diviseur pseudo-effectif, et la proposition ci-dessus est encore vraie (¢f [Na04]).

1.2 Diviseurs pseudo-effectifs

1.2.1 Définitions

On rappelle ici les notions de diviseurs pseudo-effectifs, presque nefs, et généri-
quement nefs. On expliquera le lien entre ces trois notions par la suite.

Définition 1.2.1. Soit X une variété projective. On note N'(X) le groupe de
Néron-Severi de X constitué des classes d’équivalence numérique de diviseurs sur
X, et NY(X)g = N (X) ®zR. On note Big(X) € N*(X)g le cone convexe constitué
des classes de R-diviseurs grands sur X.
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Le cone pseudo-effectif

Eff(X) c NY(X)r

est 'adhérence du cone convexe Eff(X) engendré par les classes d’équivalence nu-
mérique des R-diviseurs effectifs. Un R-diviseur est dit pseudo-effectif si sa classe

est dans Eff(X).

Définition 1.2.2. Soit X une variété projective. Un diviseur D est dit presque nef
s’il existe une famille dénombrable (A;);en de sous-variétés propres de X telle que
D - C > 0 pour toute courbe irréductible C' non contenue dans [ J ien Ai-

Définition 1.2.3. Soit X une variété projective. Un diviseur D est dit générique-
ment nef si pour tous diviseurs amples Hy,...,H, y,ona D-H;---H, 1 >0

1.2.2 Propriétés

On rappelle ici des propriétés connues des diviseurs pseudo-effectifs. La premiere
est que le cone pseudo-effectif est 'adhérence du cone des diviseurs grands, et le
cone des diviseurs grands est 'intérieur du cone pseudo-effectif.

Proposition 1.2.4. [La04, Proposition 1.2.2.26] Soit X une variété projective.

Big(X) = int (Eff(X)) , Eff(X) = Big(X)

Les diviseurs pseudo-effectifs peuvent étre caractérisés de la fagon suivante.

Proposition 1.2.5. Soit D un Q-diviseur sur une variété projective X. Alors D
est pseudo-effectif si et seulement si pour tout Q-diviseur ample (ou grand) H, et
pour tout entier n > 1, il existe un entier k > 1 tel que knD + kH soit un diviseur
entier et

H(X,Ox(knD + kH)) # 0

Démonstration. Si D est pseudo-effectif et si H est ample (ou grand), alors la pro-
position[I.2.4]entraine que nD+ H est grand pour tout n > 1. En particulier il existe
k > 1 tel que knD + kH soit un diviseur entier et H°(X, Ox(k(nD + H))) # 0.
Réciproquement, si cette condition est satisfaite, alors la classe de D + %H dans
N'(X)g appartient au cone Eff(X) pour tout n > 1, donc la classe de D est dans
son adhérence Eff(X). O

On peut donc caractériser la pseudo-effectivité d’un diviseur par son ensemble
base restreint.

Corollaire 1.2.6. Soit D un Q-diviseur sur une variété projective X. Alors D est
pseudo-effectif si et seulement si B_(D) # X.
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Démonstration. Soit H un diviseur ample sur X. Alors d’apres (1.1.8)),
B.(D)=X & 3n>1, Vk>1 BslknD+kH|=X

Or par définition Bs |[knD + kH| = X signifie que H*(X, Ox(knD+kH)) = 0, donc
(1.2.5) permet de conclure. O

Boucksom, Demailly, Patin et Peternell ont montré que le cone des courbes dual
du cone pseudo-effectif est le cone des courbes mobiles au sens de la définition
suivante.

Définition 1.2.7. Soit X une variété projective de dimension n. Une courbe C' est
dite mobile si elle appartient a une famille couvrante de courbes (Cy)ier, ¢’est a dire
qu’il existe une variété projective T telle que X = (J,., C, avec C} est irréductible
pour t € T' général.
Le cone Mob(X) C N;(X)g est le cone convexe fermé engendré par toutes les classes
de courbes mobiles.

Théoréme 1.2.8. [BDPP(0J, Theorem 2.2] Soit X wune variété projective lisse.
Alors les cones Mob(X) et Eff(X) sont duau.

Corollaire 1.2.9. Soit X une variété projective lisse. Un diviseur D est presque
nef si et seulement s’il est pseudo-effectif.

Démonstration. Si D est pseudo-effectif, alors B_(D) est une une réunion dénom-
brable de sous-variétés propres de X telle que D - C' > 0 pour toute courbe irré-
ductible C' non contenue dans B_(D), d’apres . Donc D est presque nef.
Réciproquement, si D est presque nef, alors D - C' > 0 pour toute courbe mobile C,
donc D est pseudo-effectif d’apres (1.2.8)). O

Remarque 1.2.10. Un diviseur pseudo-effectif est génériquement nef, mais la
réciproque est fausse : on déduit I'existence d’un diviseur génériquement nef et non
pseudo-effectif de [DPS96, Example 4.8].

1.3 Fibrés vectoriels pseudo-effectifs

On peut étendre les notions introduites précédemment a des fibrés vectoriels de
rang quelconque.

Définition 1.3.1. Soient E un fibré vectoriel sur une variété projective X, et 7 :
P(E) — X le fibré projectif associé a E . On dit que E est pseudo-effectif si le fibré
en droites Op(g)(1) est pseudo-effectif sur P(£), et si de plus 7(B_(Opg)(1))) # X.

Remarque 1.3.2. En fait la premiere condition est une conséquence de la deuxieme

dapres (TZ0).
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Définition 1.3.3. Soit F un fibré vectoriel sur une variété projective X. E est dit
presque nef s’il existe une famille dénombrable (A;) de sous-variétés propres de X
telle que E|¢ soit nef pour toute courbe irréductible C' non contenue dans | J, A;.

Remarque 1.3.4. De facon équivalente, E est presque nef si et seulement s’il
n’existe pas de famille couvrante de courbes (C}) telle que F|¢, soit non-nef pour ¢
général.

Remarque 1.3.5. On peut définir également une notion de fibré vectoriel généri-
quement nef (voir [Pe08]).

Présentons maintenant quelques propriétés des fibrés vectoriels pseudo-effectifs
et presque nef. On commence par une caractérisation des fibrés vectoriels pseudo-
effectifs.

Proposition 1.3.6. [BDPP0/}, Proposition 7.2] Soient E un fibré vectoriel sur une
variété projective lisse X. Alors E est pseudo-effectif si et seulement s’il existe un
point x € X et un fibré en droites ample H sur X tels que pour tout n > 1, il existe
un entier k > 1 tel que l'application d’évaluation des sections

H(X,S"E @ H*) 2% S"E @ H* @ k(x) soit surjective.

Démonstration. Ce résultat est démontré dans [BDPP04] par des méthodes analy-
tiques; on en donne ici une démonstration algébrique.

On note d la dimension de X, r le rang du fibré E, 7 : Y = P(F) — X la
projection canonique, et D un diviseur tel que Oy (D) = Op(g)(1).

On suppose qu’il existe un fibré en droites ample H sur X et un point x € X,
tels que pour tout n > 1, il existe un entier k > 1 tel que I'application H°(X, S*"E®
H*) — S*F @ H* ® k(z) soit surjective. Comme S*E = m,Opp)(kn), ceci est
équivalent a dire que I'application de retriction des sections

H°(P(E), Op(gy(kn) @ 7 H*) — H(f,, Op(m)(kn) @ 7 H"

7.

est surjective, en notant f, = 7~!(x). De plus Op(g)(kn) @ ’H'*Hk|f >~ Opg)(kn)|f,
est engendré par ses sections globales donc pour tout y € f, 'application d’évalua-
tion des sections

Ho(f;,;, OP(E)(kN) (%9 ’iT*Hk)

1) — Oy (kn) @ T H* @ k(y)

est surjective. Par conséquent l'application obtenue en composant les deux précé-
dentes :

est surjective, ce qui prouve que y ¢ Bs ‘OP(E)(]CTL) ®7T*Hk|. On en déduit que
J: NB_(Opg(1)) =0, donc E est pseudo-effectif.
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Réciproquement, on suppose que E est pseudo-effectif. Il existe alors une fibre
f de 7 telle que f N B_(D) = (). On choisit A" un diviseur ample sur X tel que
D + 7* A’ soit ample sur Y, et on pose A := p(D + 7n*A’) avec p > 1 un entier
suffisamment grand pour que le faisceau Oy (A) ® Iy soit engendré par ses sections
globales. Etant donné n > 1, on a pour tout entier k > 1

fNB(knD + A) =0

donc il existe un entier m > 1 tel que f N Bs|m(knD + A)| = (. On notera dans la
suite V :=Y \ Bs|m(knD + A)|.

On considere maintenant 4 : Y — Y D’éclatement de f, et on note F' le diviseur
exceptionnel de p. Soient Al, . Ad+1 € |u*A — F| des diviseurs généraux, et A; =
11:(4;) € |A|. On prend G un element général du systeme linéaire |m(knD + A)|, et
on pose B := d;il(Al + 4+ Agp1) + Z=LG. On va voir que si Z(B) désigne I'idéal
multiplicateur associé a B, alors

Z(B)lv = Zslv (1.1)

Admettons pour l'instant cette égalité, et voyons comment on en déduit le ré-
sultat. On a :

d n—1 n—1
B=——(A+---+A — G =pdA+ ——(knD+ A
T At Aan) + =G S dA+ ——(knD + A4),

donc
n—1
n

B =i, k(n—1)D+ (d+ )A.

On en déduit que
(knD + kn*A') = Ky — B =y knD + kn*A' — Ky —k(n —1)D — (d + %)A
=lin [k’ — (d + nT—l)p} (D + 7T*A/) — KY

Si on prend k suffisamment grand, (knD + kn*A’) — Ky — B est donc ample, ce qui
permet d’affirmer d’apres le théoreme d’annulation de Nadel (¢f [La04, Theorem

11.9.4.8]) que :
HY(Y,Oy(knD + kr*A") @ T(B)) =0, Vi> 0.
En particulier, 'application naturelle
HY(Y, Oy (knD + kn*A")) — H°(Y, Oy (knD + kn*A') @ Oy /Z(B))

est surjective. Comme f C V, I’égalité ([1.1)) entraine que le sous-schéma de Y défini
par Z(B) admet f pour composante connexe, donc H°(f, Oy (knD + kr*A’)|,) est
facteur direct de H(Y, Oy (knD + kr*A’) ® Oy /Z(B)). Ceci entraine la surjectivité
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de I'application suivante :
H(Y, Oy (knD + kr*A')) — H°(f, Oy (knD + kA )
En posant x = w(f) et H = Ox(A’) on en déduit la surjectivité de Iapplication
H(X,S"E @ H*) &% S"E @ H* @ k()

Il reste & démontrer 1'égalité . On note V = p~1(V). On a choisi le diviseur
A de sorte que Oy (A) ® I soit engendré par ses sections globales, donc le systeme
linéaire | p*A — F| est sans point base. D’apres [La04, Lemma I11.9.1.9], comme
Al, . Ad+1 € |u*A—F| sont des diviseurs généraux, le diviseur F' —{—Al +-- +Ad+1
est a croisements normaux simples. De méme G est un élément général du systeme
linéaire |m(/mD + A)| qui est sans point base dans l'ouvert V, donc le diviseur
F+upu G+ A1 4+ 4 AdH est a croisements normaux simples dans 1’ouvert V. Ceci
prouve que /i : V — V est une log-résolution de Bly, on a donc :

IB)lv = w0y (Ko — i (BIv)))
— 1Op ((d— 1)F|; — Ldi(Al 4ot Ag + (d+1)F) + "m——;M*GJ ‘v)
= Oy (—Flp) (carm<1et"1<1)
= Iylv
O

Remarque 1.3.7. On en déduit que si E est pseudo-effectif, la propriété suivante
est vraie pour tout fibré en droites grand L sur X.

Jre X, Vn>1,3k>1, HYX,S"E®L*) &% S"E® LF@k(z) est surjective

En effet, si H est le fibré en droite ample de I’énoncé, il existe un diviseur effectif
N, et un entier m > 1 tels que L™ = H @ Ox(N) (¢f |[La04, Corollary 1.2.2.7]). On
a donc une injection pour tous k,n > 1 :

Soit n > 1. Comme F est pseudo-effectif, il existe k£ > 1 et x € X tels que I'appli-
cation suivante soit surjective :

HO(X,S""E @ H*)) &% Sk B @ 0 @ k(z)

Cette propriété étant toujours vraie au voisinage de x, on peut toujours supposer que
x ¢ Supp(N). Dans ce cas le morphisme naturel H — L™ induit un isomorphisme
Sknmp @ HF @ k(z) 2 S E @ LM @ k(z), ce qui entraine facilement le résultat.
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Remarque 1.3.8. Un fibré vectoriel pseudo-effectif est presque nef. Cependant,
contrairement au cas des fibrés en droites, on ne sait pas si la réciproque est vraie
ou fausse. A priori, un fibré presque nef ne possede que la propriété suivante, plus

faible que la propriété (|1.3.6)).

Proposition 1.3.9. [BDPP0J, Corollary 7.4] Soient E un fibré vectoriel sur une
variété projective lisse X, et H un fibré en droites grand sur X. Si E est presque
nef, alors Oppy(1) est pseudo-effectif, donc pour tout n > 1, il existe un entier
k>1 tel que :

HY(X,S*FE ® H*) #0

Démonstration. Si E est presque nef, alors pour toute famille couvrante (C;) de
courbes sur P(E) on a Opg)(1) - C; > 0, donc Opg)(1) est pseudo-effectif d’apres
(1.2.8)). La suite de 1’énoncé est une conséquence de (1.2.5)). O

On note enfin les deux propriétés suivantes.

Proposition 1.3.10. [DPS01, Theorem 6.7.a] Soit E un fibré vectoriel sur une
variété projective lisse X. Si E est presque nef (respectivement pseudo-effectif),
alors pour tout m > 1, Q™ E, S™E et \™ E sont presque nefs (respectivement
pseudo-effectifs).

1.4 Pseudo-effectivité et déformations

On s’intéresse maintenant au comportement par déformation de la propriété,
pour un fibré vectoriel, d’étre pseudo-effectif.

1.4.1 Le cas d’un fibré en droites

Proposition 1.4.1. Soit f : X — T un morphisme projectif plat entre variétés, et
L un fibré en droites sur X. Pourt € T on pose

Xe=f"'t) , L =Ly,

Si Lo n’est pas pseudo-effectif pour un 0 € T donné, alors il existe une réunion
dénombrable B C T de fermés ne contenant pas 0, telle que L; ne soit pas pseudo-
effectif pour tout t € T \ B. Autrement dit I'ensemble des t € T tels que L; soit
pseudo-effectif est réunion au plus dénombrable de fermés de T'.

Démonstration. Soit H un fibré en droites ample sur X. Comme Ly n’est pas
pseudo-effectif, d’apres [1.2.5] il existe un entier n > 1 tel que pour tout entier
k > 1 on ait :

H(Xo, L{" @ HY) =0
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Donc d’apres le théoreme de semi-continuité ([Ha77, Theorem I11.12.8]) il existe
pour tout k un ouvert Uy tel que

VteU, , HYX,L"®H) =0
On en déduit que pour tout t € ﬂk21 U, L; n’est pas pseudo-effectif car :
Vk>1 , HYX,L"eHM)=0
Il suffit donc pour conclure de poser B = J;», T\ Us. O

La propriété d’étre pseudo-effectif n’est pas une propriété ouverte : il est possible
de construire une famille de fibrés en droites L; sur des variétés X;, paramétrées
disons par une courbe T, telle que Ly soit pseudo-effectif pour un point spécial
0 € T, alors que L; n’est pas pseudo-effectif pour t € T" général, comme le montre
I'exemple suivant (construit a partir de [La04, Example 1.2.2.13]).

Exemple 1.4.2. Soit S C P? un ensemble fini de points. Soient 75 : Xg — P2
I’éclatement de P? le long de S, Eg le diviseur exceptionnel, et Hg = 75(d) ou
d C P? est une droite. On pose Dg = 2Hg — Es.

Si on suppose que les points de S sont tous alignés, alors Dg — Hg = Hg — Eg
est effectif, ce qui entraine que Dg est grand, donc pseudo-effectif.

Par ailleurs, si on suppose que les points de S sont en position générale et en
nombre suffisamment grand, alors pour tout m > 1, il n’existe aucune courbe de
degré 3m ayant une multiplicité plus grande que m en chacun des points de S. On
en déduit que Dg n’est pas pseudo-effectif. En effet, pour tout m > 1 on a :

HO(XS,OXS(m(Ds—{-Hs)) = HO(XS,OXS(3mH5—mE5))
—  HO(P2, Op (3m) @ T2)
=0

et ceci est suffisant d’apres [[.2.5

1.4.2 Le cas général

Si ’on s’intéresse cette fois a un fibré vectoriel de rang plus grand, la proposition
(1.4.1) n’est plus valable, comme on peut le voir dans I’exemple suivant.

Exemple 1.4.3. On a la suite exacte suivante sur P :
0— Opi1(—1) = Opr ® Op1 — Op1(1) — 0
Les extensions de Op:1(1) par Opi(—1) sont paramétrées par
Ext(Opi (1), Opi (—1)) = H' (P!, O (—2)) = C
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On en déduit qu’il existe une famille de fibrés vectoriels E; sur P!, paramétrée par
C, telle que Ey = Opi(—1) @ Opi(1), et telle que E; = Opt @ Op1 pour ¢ # 0.

Or Op1 @ Op: est nef, donc pseudo-effectif, alors que Ey = Opi1(—1) @ Op1(1)
ne l'est pas. En effet si on note S I’éclatement de P? en un point, et D le diviseur
exceptionnel, alors P(Ej) est isomorphe a S, et via cet isomorphisme Op(gy)(1) =
Os(D), donc B_(Op(g,) (1)) = Supp(D). Si on note 7 : P(E;) — P' la projection
canonique, on a donc 7 (B_(Op(g,)(1))) = P', donc Ey n’est pas pseudo-effectif.

La lecon a tirer de ces exemples est que 1’on ne pourra pas utiliser des arguments
de déformation pour déterminer si une variété a un fibré tangent pseudo-effectif :
en effet si on a une famille (X;)er et qu'on a des informations sur la pseudo-
effectivité de T, pour ¢t général, on ne pourra en tirer aucune conclusion sur la
pseudo-effectivité de T, pour un 0 € 7" spécial. En particulier lorsqu’on étudiera
les éclatements de surfaces rationnelles en des points en position générale, cela ne
nous dira rien sur les éclatements en des points en position spéciale.
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Chapitre 2

Pseudo-effectivité du fibré tangent
d’une variété

Dans ce chapitre on commence par rappeler quelques propriétés générales des
variétés dont le fibré tangent est pseudo-effectif, avant d’aborder le probleme des
éclatements : si 7 : X — X est un éclatement, il est naturel de se demander s'il
existe un lien entre la pseudo-effectivité de T'x et la pseudo-effectivité de T'z. Pour
répondre a cette question, on fait le lien entre les sections de S™T'; et celles de
S™T'x. Les résultats obtenus seront utilisés dans le chapitre suivant pour étudier les
éclatements de surfaces rationnelles.

2.1 Variétés dont le fibré tangent est pseudo-effe-
ctif : propriétés générales

On présente ici quelques propriétés des variétés dont le fibré tangent est pseudo-
effectif. On renvoie le lecteur aux articles [DPS01] et [BDPP04|] pour plus de détails.

Rappelons pour commencer un résultat a propos des variétés dont le diviseur
anticanonique est génériquement nef.

Théoréme 2.1.1. [De0l, Theorem 3.10] Soit X une variété projective lisse avec
—Kx génériquement nef. Alors

- soit Kx est numériquement trivial,

— soit X est uniréglée.

Si on considere maintenant une variété projective lisse X dont le fibré tangent
est pseudo-effectif, alors d’apres ([1.3.10)), le diviseur anticanonique de X est pseudo-
effectif, donc génériquement nef. On a donc le corollaire suivant.

Corollaire 2.1.2. Soit X une variété projective lisse avec Tx pseudo-effectif. Alors
- soit Kx est numériquement trivial,
— soit X est uniréglée.
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Dans le premier cas, on a dans [DPS01] une description plus précise.

Proposition 2.1.3. [DPS01l, Proposition 6.11] Soit X une variété projective lisse
avec Tx presque nef et Kx numériquement trivial. Alors il existe une variété abé-
lienne A et un revétement étale fini A — X.

Pour I'étude du deuxieme cas, il est intéressant d’avoir des informations sur
I’application d’Albanese de X.

Proposition 2.1.4. [DPS01, Proposition 6.15(a)] Soit X une variété projective
lisse avec T'x presque nef. Alors lapplication d’Albanese de X est surjective et lisse.

Enfin on note la propriété suivante.

Proposition 2.1.5. [DPS01, Proposition 6.15(b)] Soit X une variété projective
lisse avec T'x presque nef, et f : X — Y un morphisme surjectif vers une variété
projective. Alors k(YY) < 0.

2.2 Etude des éclatements de centre lisse et cas
des surfaces

On considére X une variété projective lisse, et 7 : X — X Déclatement d’une
sous-variété lisse Z. On étudie ici des conditions nécessaires et suffisantes pour
qu'une section globale de S™T’x se releve en une section globale de S™T';. On com-
mence par introduire les notations qui seront utilisées tout au long de cette section.

2.2.1 Notations

Soit X une variété projective lisse, et 7 : X — X Déclatement d’une sous-
variété lisse Z. Soient p : P(Tg) — X, ¢ : P(m*Tx) — X et r : P(Tx) — X les
applications naturelles. On note ¢ : P(7*Tx) — P(Tx) le morphisme naturel tel que
Op(r1y) (1) = ¥*Op(ry)(1). On alors le diagramme commutatif suivant.

P(Ty)  P(r*Tx) > P(Tx)

N

X X

On définit un morphisme de faisceaux sur P(7*7Tx)
a: ¢ Ty = ¢ Tx — Opgrery) (1)

ou la premiere fleche est obtenue en appliquant ¢* a la différentielle de m, et la
deuxieme fleche est la surjection canonique. A partir de o on obtient un morphisme

T ® OP(W*Tx)(_l) — Op(re1y)
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dont I'image est un faisceau d’idéaux de Op(r+1y), que I'on notera 7.

Remarque 2.2.1. Si E est le diviseur exceptionnel de 7, alors la différentielle
d7 est un isomorphisme au dessus de U := X \ E, donc induit un isomorphisme
entre ¢~ 1(U) et p~*(U). Autrement dit, la différentielle de 7 induit une application
birationnelle

P(n*Tx) - = P(T)
Le sous-ensemble fermé de P(7*Tx) défini par le faisceau d’idéaux Z n’est autre

que le lieu ou cette application rationnelle n’est pas définie.

Soit € : Y — P(7*Tx) 'éclatement de Z. On notera D le diviseur exceptionnel
de €.

A partir de o : ¢*Ty — Op@re1y)(1), on obtient un morphisme surjectif de
faisceaux sur Y
E*q*TX — g*OIP’(ﬂ*TX)(l) &® 5_1I'Oy

qui permet de définir un morphisme f : Y — P(T%) prenant place dans le dia-
gramme commmutatif suivant (¢f [Ha77, Proposition 11.7.12]).

et tel que

F*Or(rg)(1) = £ Op(roryy (1) @ €' T-Oy (2.1)

On a finalement le diagramme commutatif suivant.
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Remarque 2.2.2. Pour tout n > 1 on a les isomorphismes suivants.

HY(X,5"Tg) = HP(Tg), Opry)(n))
~ HO(Y, , [ Oprey(n))
= HY, € Oprry)(n) @ (e71Z-Oy)*")
=~ HYP(7*Tx), Op(rery)(n) @ I7)
>~ HO(P(Tx), Opcry)(n) @ . I7)

On va maintenant calculer les sections locales du faisceau Op(ry)(n) @10, 2" dans
le cas ou X est une surface.

2.2.2 Calculs en coordonnées locales dans le cas d’une sur-
face

On suppose que X est une surface et que Z = {P}. On fixe un entier n > 1. La
premicre étape consiste a calculer les sections locales du faisceau Op(rery)(n) @ Z™.

Le faisceau Op(r+1y)(n) ® I"

Comme X est lisse, il existe un ouvert affine U de X, et x = (z1, z2) un systeme
de parametres sur U (i.e. des éléments de Ox(U) dont les différentielles forment
une base de Q% (U)) vérifiant mx »(U) = (21, 72). On a alors un isomorphisme :

Uw=r"U)2{(z,Y) e UxP'| 11Yy = 2,11},

et on peut identifier la restriction de 7 & U avec la restriction de la premiére pro-
jection :
UxP'— U.

On considere ensuite 'ouvert :

)

V=Un{Y;#0}={(z,y) €U x A' | 25 = 21y} (oily:Y
1

La trivialisation de 7*T'y au-dessus de V associée au systeéme de parametres (xy, z3)
donne lieu & un isomorphisme ¢~'(V) = V x P!; on notera [Z; : Zy] les coordon-
nées homogenes sur P!, de sorte que H°(¢*(V'), Op(re1y)(n)) s'identifie & espace
O (V)|[Z1, Zs)», des polynomes homogenes de degré n en (Z1, Zs) a coefficients dans
O (V). On a alors l'identification suivante.

Lemme 2.2.3.

H(q N (V), Op(roryy(n) @ T") = (w1, Z1 + yZ2)" N O (V)[Z1, Za]n
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Remarque 2.2.4. La démonstration de ce lemme entrainera en particulier que
le membre de droite de 1’égalité ci-dessus ne dépend pas du choix des coordonnées
locales.

Démonstration. On a un systeme de parametres (z1,y) sur V, et un systeme de

parametres (z1,xs) sur U. Dans les bases (8%1, a%) de Tx(V) et (ﬂ*(a%l),w*(a%z))

de 7 T'x (V') associées, la différentielle de 7 a pour matrice :

Yy

Les sections q*(a%l) et q*(a%) trivialisent le fibré ¢*Ty sur 'ouvert ¢ (V) et le
morphisme « s’écrit de la fagon suivante au-dessus de cet ouvert :

agvy s H(q'(V),¢Tg) — Hq ' (V), Oprery(1))

7 (527) — 71+ yZ
7 (5;) — 12y

On en déduit I'inclusion
(122, 21+ yZa) N Ox(V)[Z1, Zo)y € H* (g7 (V), Opor) (n) @ I).
Or x17Z7 = x1(Z1 + yZs) — y(x173), donc
(¥1Z2, Z1 +yZa) N O (V)| 21, Zo)y = (21, 21 +yZ2) N O5(V)[Z1, Zs)s.
On a donc

(21, Z1 +yZ2)" N Ox(V)[Z1, Zo) € HO(q7H(V), Operyy (n) @ I7).

Pour l'inclusion réciproque on considere 'ouvert affine W := {Z; # 0} C
g Y(V), et on note z := % De la description de ag-1(yy ci-dessus on déduit que

IW)=(1+yzxz2).

En écrivant =y = x1(1 + yz) — y(z12) on voit que =z, € Z(W), donc Z(W) =
(21,1 +yz).

Soit F(Zy1,Z5) € H'((g'(V), Opirryy(n) @ I) C O3(V)[Z1, Zs). Alors la res-
triction de cette section a 'ouvert W s’identifie & F'(1,2) et on a

F(1,2) e ZW)" = (21,1 + y2)",
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donc il existe des fonctions f;; € O (V)|[z] telles que :
= ) fii(2)ah (1 +y2).
i+j=n

Comme F est homogene de degré n on en déduit que pour tout couple (i, j) le degré
en z de f;; est inférieur ou égal a i, donc que Z} f; ;(£ 2) € Ox(V)[Z1,Z5], et on a:

ZhZQ Z ZZf’Lj $1(Z1+?JZ2)

i+j=n

On a donc :
F(Zy,Zs) € (21,71 + yZ)",

ce qui permet de conclure que :

H (g7 (V), Op(reryy(n) @ IT™) C (w1, Z1 + yZ2)" N O (V)[Z1, Za)n.

Le faisceau Op(7,)(n) ® ¥,I"

La trivialisation de T'x au-dessus de U associée au systeme de parametres (1, T2)
donne lieu & un isomorphisme 7~ 1(U) = U x P'. On note [T} : Ty] les coordon-
nées homogenes sur P!. Ceci permet d’identifier HO(r~'(U), Op(ry)(n)) avec espace
Ox (U)[T}, Ty, des polynomes homogenes de degré n en (T, T5) a coefficients dans
Ox (U). Avec cette identification, on peut donner une description des sections du
faisceau Opiry)(n) ® ¥, I" sur I'ouvert r~(U). On suppose ici pour simplifier que
Ox(U) = Clzy, x5, ce qui sera vrai dans les cas qui nous intéressent.

Proposition 2.2.5. Pour toutn >1 on a

HO(r=1(U), Op(ry)(2n) © $,I") =
(($1T1 + 251) + (1, $2)2)n N Clay, 2o)[T1, Ta)on;

HO(Til(U)v OP(TX)(QTL -1)® TP*IQTH) =
(z1,22) - ((21Th + 22 T5) + (1, $2)2)n71 N Clzy, 22][T1, Ta]on-1.

En particulier une section du faisceau Op(ry)(2n) @ v, I* (ou bien du faisceau
Op(ry)(2n — 1) @ ¥, I*"7!) s’annule au moins a Uordre n le long de r='(P).

Remarque 2.2.6. La démonstration qui suit a pour conséquence que les membres
de droite des égalités ci-dessus ne dépendent pas du choix des coordonnées locales.
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Démonstration. On démontre seulement la premiere égalité, la deuxieme se démon-
trant de facon similaire. On rappelle qu’il y a un isomorphisme

OX(V> = Clay, w2, y]/(v2 — 11Y)

Si F € ((x1Ty + 2oT3) + (w1, 72)2)" N Clay, w2, T, To)on, on peut écrire :

n 2n—2i
h= Z Z Fii (T, To) (o1 Ty + 2 To) ol ™77 avec fi; € Clay, 22, Th, Tolan—i,
i=0 j=0
d’ou
vk = Z VUi (Th, To)) (21 2y + 20y Zo) ' (1) 2
Zi ;n 21
- wa‘(ThTQ)]yQ"_?Z_]) (Zy + yZs)ia2n~i

On a donc Y*F € (xl, Z1+yZy)* N O (V)[Z1, Za)an. On en déduit grace au lemme

2:23) que

(UNVINS HO((Q_I(V)a OP(W*TX)(QH) ®12n)

et ceci démontre l'inclusion :
((x1 Ty + 22T3) + (21, 22)%)" N Clay, v, Ty, Tolan € HO(r ™M (U), Op(ry)(2n) @, I7").

Réciproquement, soit F' € HO(r=1(U), Op(ry)(2n) @ . I%") C Clzy, x2, T1, To)on
Il est possible de décomposer F' de la fagon suivante :

2n—1

F:ZFTjLFQn

r=0
avec F,. des polynomes homogene de degré r en (x4, z5), a coefficients dans C[T7, Ty,
pour r € {0,...,2n — 1}, et Fy, € (x1,79)*" N Clay, 22, T, To]on.
Supposons par absurde que F' ¢ ((21T) + zoT3) + (x1,22)%)", et considérons

le plus petit entier m > 0 tel que Fy,(z1,22) ¢ (2111 + 22T%) + (21, 22)?)". Alors
d’apres la premiere partie de la démonstration on a

Fo, ..o Froy, Fon € HO(r Y (U), Opry ) (20) © .I°7),

donc
2n—1

> Fu(wy, 22,11, Ty) € HO(r H(U), Opery ) (20) @ 6.T7").

r=m
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D’apres le lemme ([2.2.3), on en déduit que :

2n—1 2n—1
> Fiwn,my, 21, Z0) = Y F(Ly, 21, Zo)h € (01, 21 + yZa)™"

Ceci permet d’écrire :

2n—1 2n
Z Fr(l, Y, Zl, ZQ)LU; = Z Z a,»j(Zl + yZ2)zle avec a;j; S C[y, Zl, ZQ]
r=m =0 j>2n—1i
On a donc )
Fu(Ly, 21, %) = Y aim(Z1 +y2s)'
1=2n—m

Le degré en y de F,,(1,y, Z1, Zs) étant au plus égal a m, on en déduit que pour
tout i € {2n —m,...,2n} :
deg, (aim) <m —i

Si m < n, on voit donc que a;,, = 0 pour tout i € {2n —m,...,2n}, d'ou F,, =0,
et on a une contradiction.

On a donc m > n, et
m’ln_zaim(x—z, T1,T3) € (x1,2)™" Vi€ {2n—m,...,m}
1

On a finalement :

m

T » T ;
Fo(z1, 20,11, T5) = 27" F, (1, x—2,T17T2) = Z x" aim(faTbTZ)(-TlTl + 29713)
1 1=2n—m 1
d’ou
Fo(z1, 12,11, T3) € Z (w1, 32)" (2111 + 22T3)" C ((iflTl + 25T5) + (951>$2)2)n
1=2n—m

ce qui donne encore une contradiction.

2.3 Pseudo-effectivité du fibré tangent d’un écla-
tement

Proposition 2.3.1. Soit X une variété projective lisse, et m : X — X Uéclatement
d’une sous-variété lisse Z. Si Ty est pseudo-effectif, alors Tx est pseudo-effectif.

Cette proposition est, on le verra, la conséquence du lemme suivant.
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Lemme 2.3.2. Avec les notations introduites dans la section[2.21 on a l'inclusion
susvante dans 'Y :

e (Bo(Opiry) (1)) C f7 (B-(Opergy (1)) Up™(E))
Démonstration. Soient A un fibré en droites ample sur X. Alors :

B_(Opry)(1) = | B(Opiry(n) @ 77 A) = | () Bs |Op(ry) (kn) @ r* A*|

n>1 n>1k>1

On rappelle qu'on est dans la situation suivante :

avec
FOrrg)(1) = € Oprory (1) ® €7 T-Oy et Opproryy (1) = ¥ Oy (1)
Pour tous n,k > 1, on a un isomorphisme induit par le morphisme f :
HO(B(T), Op(r)(kn) © ' A¥) = HO(Y, f* Orqry (k) @ fpn AV
d’ou
Bs | f*Op(ry)(kn) @ frprr*A¥| = 7 (Bs |Obry) (kn) ® p*r*AF))
De plus si D est le diviseur exceptionnel de ¢, on a :
HO(Y, f*Oprg) (kn) @ f*p*r* AY)
= H(Y, f*Os(rg)(kn) @ £*q"n" A)
= HO(Y, 6*OP(W*TX)(ICN) & (€_II . Oy)®kn X 8*(]*7T*Ak)
= H(Y, " Opery)(kn) @ Oy (—knD) @ e*¢*r* AF)

Ceci permet de voir qu’on a l'inclusion suivante pour tous n,k > 1 :

Bs |*Op(rery) (kn) @ e*q*n* A € f71 (Bs|Op(ry) (kn) @ p*n*A*|) U D
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Par ailleurs on a des isomorphismes induits par les morphismes ¢ et ¢ :

1

HO(Y, " Op(remy) (kn) @ e*q'm* A¥)) = HOP(mTx ), Op(rery) (kn) @ ¢ AF)
HO(P(7*Tx ), * Op(ryy (kn) @ v r* A¥)

HO(P(T)(), O]P’(TX)(kn) ® T‘*Ak)

I

12

d’ou
Bs |e*Oprery) (kn) @ e*¢* 1 AF)| = e ' (Bs |Op(ry) (kn) @ r* A*|)
On obtient donc :
“H(Bs |Opry) (kn) @ r* A¥) C f~1 (Bs |Opery (kn) @ p*r* A*]) U D

Par ailleurs le diviseur exceptionnel D est contenu dans e ¢~ '(E) = f~1p~1(E),
on en déduit donc que pour tout n > 1 :

e (B(Opry)(n) @A) C [ (B(Opiryy(n) @ p*n*A)) U f~1p 1 (E)

Enfin on peut supposer que 7*A = H®@ O (E) avec H un fibré en droites ample sur
X. On a donc B(Op(r,)(n) @ p*1*A) C B(Op(ry)(n) @ p*H) Up~(E). Finalement :

e M (B_(Opry)(1))) (U B(Opry)(n) @ p H)) U (E)

n>1

C [ (Bo(Opry) (1)) Up Y(E))
O

Démonstration de la proposition[2.3.1, Soit & € X \ E. Si Tx n’est pas pseudo-
effectif, 7 (B_(Op(ry)(1))) = X donc il existe v € B_(Op(ry(1)) N r~(x(Z)). On
choisit un point

yee (¥ v)ng (7))
On a alors p(f(y)) = q(s(y)) = 1, donc f(y) ¢ p~*(F). Grace au résultat précédent

on en déduit que f(y) € B (OP(T ( ), d'ott & € p (B_(Op(r, ( ))). On a donc
Pinclusion X \ E C p(B_ (1))). Mais comme p (B_(Op(r,)(1))) est une
réunion dénombrable de fermes ceci entraine que X = p (B ((’)p( (1))), donc T’y
n’est pas pseudo-effectif. ]
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Chapitre 3

Surfaces dont le fibré tangent est
pseudo-effectif

On rappelle la classification des surfaces dont le fibré tangent est nef, que le
lecteur pourra retrouver dans [CP91] ou [DPS94].

Théoreme 3.0.3. Soit X une surface projective lisse, avec Tx nef. Alors X est
minimale et on est dans l'un des cas suivants :

— X est une surface abélienne

— X est hyperellipique

- X =P(F), avec E un fibré vectoriel de rang 2 sur une courbe elliptique C', et
~ s0it E = Oc @ L avec L € Pic’(C),
— soit E est donné par une extension non-scindée 0 — O — E — L — 0
avec L = O¢ ou bien deg L = 1.
Réciproquement, si X fait partie de cette liste , alors T'x est nef.

Dans ce chapitre on s’intéresse aux surfaces dont le fibré tangent est pseudo-
effectif. Le but est de se rapprocher d’un résultat du méme type que le théoreme
ci-dessus, sachant qu’on ne pourra pas étre aussi précis : en effet il n’est pas possible
d’étudier tous les éclatements de surfaces rationnelles, mais seulement ceux ou les
points éclatés sont en position générale. On commence par donner une premiere
classification a ’aide des propriétés rappelées dans la section [2.1] On étudie ensuite
les éclatements de surfaces rationnelles en utilisant les calculs effectués dans le
chapitre précédent. On termine en démontrant que le fibré tangent d’une surface
réglée sur une courbe elliptique est pseudo-effectif.

3.1 Une premiere classification

Soit S une surface projective lisse, on suppose que Ts est pseudo-effectif. D’apres

(2.1.2)) on a x(S) < 0.
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Premier cas : x(S5) = 0.

Si k(S) = 0 il existe d’apres (2.1.3]) un revétement étale fini A — S, avec A une
surface abélienne. Le résultat suivant a pour conséquence que S est minimale :

Proposition 3.1.1. Soit S une surface admettant un revetement étale fini f : A —
S par une surface abélienne, et soit m: S — S ’éclatement d’un point p € S. Alors
Tg n’est pas pseudo-effectif.

Démonstration. Comme S n’est pas uniréglée, si Ty était pseudo-effectif, alors
d’apres (2.1.2) Kg serait numériquement trivial. Ceci est impossible, puisque Kg =
T Kg + E avec E le diviseur exceptionnel de I’éclatement, donc Kg- £ = —1. O

On en déduit donc que S est soit une surface abélienne, soit une surface hyper-
elliptique. Réciproquement, si S est une surface abélienne ou une surface hyperel-
liptique, alors T est nef, donc pseudo-effectif. Pour résumer, on a :

Proposition 3.1.2. Soit S une surface projective lisse avec k(S) = 0. Alors T
est pseudo-effectif si et seulement si S est une surface abélienne ou une surface
hyperelliptique.

Deuxiéme cas : £(S5) = —c0

Si k(S) = —o0, alors la proposition ((2.1.4) entraine que lirrégularité ¢(S) est
inférieure ou égale a 1 :

1. Si ¢(S) = 0, alors S est rationnelle. L’étude du fibré tangent des surfaces
rationnelles fera 1’objet de la sous-section [3.2]

2. Si q(S) =1, alors la proposition (2.1.4) entraine que S est une surface réglée
sur une courbe elliptique. On montre dans la section que réciproquement,
toute surface réglée sur une courbe elliptique a un fibré tangent pseudo-effectif.

3.2 Surfaces rationnelles

On cherche maintenant a déterminer quelles sont les surfaces rationnelles dont
le fibré tangent est pseudo-effectif. On rapelle qu’'une surface de Hirzebruch est une
surface de la forme F,;, = P(Op1 ®Op1(—m)), avec m > 0. Une surface rationnelle est
isomorphe soit a P2, soit a I’éclatement d'une surface de Hirzebruch en un nombre
fini de points.

Etant donné que 'on ne sait pas comment se comporte la propriété d’avoir un
fibré tangent pseudo-effectif par déformation, on n’obtiendra des résultats que dans
le cas des éclatements en des points en position générale. On donne juste un exemple
de ce qui peut arriver si les points sont en position spéciale :
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Exemple 3.2.1. Soient d > 1 un entier, py, ..., pg € P? des points alignés sur une
droite ¢, et 7 : X — P? léclatement de ces points. Alors T'; est pseudo-effectif.
En effet le faisceau d'idéaux Z,,, _,, contient Op2(—¢) = Op2(—1), donc les sections
globales du fibré Tp2 ® Op2(—1) se relevent en des sections globales de T'y. Or le
fibré Tpz ® Op2(—1) est engendré par ses sections globales, comme on peut le voir
grace a la suite exacte d’Euler par exemple. On en déduit facilement le résultat.

On commence par traiter & part les cas de Fy & P! x P! et F; =2 P? (on rappelle
que 'éclatement de P? en deux points est isomorphe & I’éclatement de P x P! en
un point). On verra ensuite le cas de F,,, pour m > 2.

3.2.1 Eclatements de P! x P! en 4 points généraux

Proposition 3.2.2. Soit X Uéclatement de X = P! x P! en 4 points générauz
D1, D2, 3, Pa. Alors Ty est pseudo-effectif.

Démonstration. Soient ([Xo : X;], [X{ : X]]) des coordonnées bihomogenes sur X =
P! x P'. Soit U C X l'ouvert affine { Xy # 0, X§ # 0}. On note 1 = {1, et x5 = %
les coordonnées sur cet ouvert. Le groupe des automorphismes de X contient le
groupe Aut(P!) x Aut(P') = PG Ly(C) x PGLy(C), donc on peut supposer quitte
a changer les coordonnées que p; = (0,0), ps = (00,00), ps = (a,b), et p3 = (¢,d)
avec a, b, ¢, d € C*. De plus comme les points sont généraux on peut supposer a # ¢
et b+#d.

Le but de ce qui suit est de construire des sections de S*T’x qui se relévent en
des sections de S?Tz. On reprend les notations de la section a quelques modi-
fications prés : on note m; : X; — X Déclatement de X en p;, pour i € {1,2,3,4};
on note m;; : Xij — X léclatement de X en p; et p;, pour i # j € {1,2,3,4};
on note 7 : X — X l'éclatement de X en pi, pa, ps, ps. Comme dans la sous-
section @ on associe a ces éclatements m;,m;; et 7 des faisceaux d’idéaux no-
tés respectivement Z;, Z;; et 7 contenus respectivement dans Op(rr7y), Op(wg‘j’fx) et
Op(r+1y)- On a aussi des morphismes notés respectivement v; : P(mTx) — P(T),
Vi P(mjTx) — P(Tx) et o P(mTx) — P(Tx).

On note p : P(Ts) — X et r : P(Tx) — X les projections naturelles. La triviali-
sation de Tx au-dessus de U associée au systeme de coordonnées (x1, z5) donne un
isomorphisme r~!(U) 2 U x P! : dans la suite on identifiera H%(r~(U), Op(ry)(n))
avec l'espace Clzy,xq, T}, o], des polynomes homogenes de degré n en (71,73) a
coefficients dans C[z;,x5]. De plus on fera I’abus de confondre H°(X, S"T) avec
HO(P(Tx), Opry)(n))-

On note p; : X — P! et py : X — P! les deux projections. On a alors

Tx = piTp @ pyTe = piOpi(2) ® p3Op (2).
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Si 9 € HY(X,Tx) est un champ de vecteurs sur X on peut donc écrire

0 0
5’|U(x1,x2) = Pl(xl)a_l’l + PZ(x2)8_:(;2

avec Pp, P, deux polynomes de degré au plus 2. Réciproquement, une expression
de ce type définit un unique champ de vecteurs sur X. On note 05 I'unique
champ de vecteurs qui donne 351% + :)326%2 en restriction a U. Le polynome Fi, €
HO(r=Y(U), Op(ry)(1)) = Cla1, 29, Ty, T2]1 qui correspond a ce champ de vecteurs
est :

Fio = T + 2o15.

D’apres la proposition ([2.2.5) on a
HO(r(U), Opir)(2) @ 1. Z7) = (111 + 22T3) + (w1, 22)*] N Clay, 22, T1, To)s,

donc pour tout polynéme F € Clzy, 2o, T1, To]y ona FioF € H(r Y (U), Opry) (2)®
¥1.Z%). On en déduit donc que pour tout champ de vecteur 9 sur X, on a

O1p®0 € H° (P(TX), O]P(TX)(2) ® 77/}1*112)

On remarque ensuite, en échangeant dans ce qui précede le role du couple (Xy, X))
et celui du couple (Xi, X7), que

012 ® 0 € H(P(Tx), Ob(ry)(2) ® ¥2.13)

et on a donc :
012 ® 0 € HY(P(Tx), Op(ry)(2) ® t12.13,).

Pour tous 7,7 € {1,...,4}, (4,7) # (1,2), on considére un automorphisme ¢;;
de X qui envoie p; sur p; et py sur p;. On définit ensuite le champ de vecteurs

aij = ¢z’j*(812>-
On déduit alors de ce qui précede que pour tout champ de vecteur 0 sur X,
0 ® 0 € H'(P(Tx), Opry)(2) @ thij ).
En particulier si {4, j, k,l} ={1,2,3,4} on a:
0;; ® O € H'(P(Tx), Opry)(2) ® ».I%).

Considérons maintenant le choix suivant pour les automorphismes ¢;; :

c a d b a 0 b 0
¢34 = 5 5 ¢13 = 3 )
11 11 11 11
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c 1 d 1
et ¢24 = )
1 0 1 0

Un calcul en coordonnées locales donne les champs de vecteurs suivants sur ’ouvert

U:

(

Oply = »’1718%1 + 11728%2
Ouly = = a(:vl—a)(:zl—c)di#— o (2g — b) (22 — d)%
813|U = i(% - G)Ilai ( )@an
\ Ouly = (n —c)a%l—i—(:z:z—d)aix2
On pose s := O ® O34, €t t := 013 ® 09y, qui sont comme on 'a vu pré-

cédemment deux sections globales de Op(ry)(2) ® ¥, I%. Les polynomes Fy, F, €
HO(r=Y(U), Op(ry)(2)) = Cla1, 29,1, To]s correspondant a s|y et |y sont Fy =
F12F34 et Ft = F13F24 avec

F12 = l’lTl + $2T2

F34 = P a(l'l — Cl)(fEl — C)Tl + = b(.’L'Q b)(.’L’Q — d)TQ

F13 = %(l’l — a)xlTl + E(ZL‘Q — b)[L‘QTQ

F24 = (131 — C)Tl + (.TQ - d)T2

\

Soit = (x1,x2) € U tel que les polynomes Fy(xy, zo, T1,T3) et Fy(xq,xa, 11, Ts)
aient un zéro commun [T} : T3] € P'. Alors un des facteurs du produit

FS(Il, T2, T17 T2> = F12(SL'1, T2, Tl7 TQ)F34(:Cl7 T2, T17 TQ)
s’annule en [T} : T3], de méme qu'un facteur du produit
Ft(l‘l, X2, T17 TQ) - F13(x17 X2, T17 T2>F24(.T17 X2, TlJ T2)

Disons par exemple qu'on a Fia(x1, 29, 11, Ts) = Fi3(x1, 22,11, Ty) = 0, c’est a dire

1
—(372 — b)LEQTQ =0.

1
.CClTl + ZIIQTQ = 5(371 — (I)IlTl + b

Ceci entraine facilement que i(xl—a)xlxz = %(JfQ—b)xQIl, donc zq x5 (bry—axs) = 0,
ce qui est I’équation d’une courbe dans U (réunion de droites). On voit donc que
pour un point général x = (x1,x2) € U, Fio(1, 22, T1,Ts) et Fi3(xq, 22,11, T2) n’ont
pas de zéro commun. On peut faire la méme vérification pour les autres couples de
polynomes Fj;, et on obtient finalement un ouvert W C U tel que pour pour tout
x = (x1,22) € W les polynomes Fy(x1,x2) et Fy(z1,x2) n'ont pas de zéro commun.

En résumé, on a construit deux éléments de H°(P(Tx), Opiry)(2) ® 1. I?) qui
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ne s’annulent jamais simultanément au-dessus de 'ouvert W. D’apres la remarque
2.2.2} ces deux sections se relevent en des sections globales de Op(r)(2), et ces

sections ne s’annulent pas simultanément au-dessus de Pouvert 7! (W). Autrement
dit,
P (BS ’OP(TX)(2)|) N 7T_1(W) = @

Enfin B_(Op(r,)(1)) C Bs |Op(r)(2)|, ce qui permet de conclure que

P (B-(Orry)(1))) # X,

et donc que Tz est pseudo-effectif. ]

3.2.2 Eclatements de P? en 5 points généraux

Pour traiter le cas des éclatements de P2, on rappelle le fait suivant : I’éclatement
de P? en deux points est isomorphe & I’éclatement de P! x P! en un point. On déduit
donc immédiatement de la proposition le résultat suivant.

Proposition 3.2.3. Soit X Uéclatement de P? en 5 points généraux. Alors T est
pseudo-effectif.

3.2.3 Champs de vecteurs sur une surface de Hirzebruch

On calcule maintenant ’expression d’un champ de vecteur sur une surface de
Hirzebruch F,, en coordonnées locales, en vue de construire des sections de S"T'g,
ou X est un éclatement de IF,,.

On consideére un recouvrement de P! par deux droites affines U, V = A!, munies
de coordonnées affines 1, y; respectivement, telles que x1y; = 1 sur UNV. Le fibré
vectoriel Op1 @ Op1(m) est trivialisé sur le recouvrement (U, V'), et il a pour matrice
de transition :

1 0
0 o
On a un isomorphisme F,,, = P(Op1 & Op1(m)), donc F,, peut étre construit en
recollant les deux ouverts U x P! et V x P! le long de (UNV') x P! via I'application
6: (UNV)xP' — (UNV)xP
(21, [Xo s X1]) = (5 [Xo 2" Xa]) = (3, [Yo : Y3))

Sur 'ouvert U’ := (U x P') N {X; # 0} on utilisera les coordonnées x; et g := §—‘1),

— Y

et sur Pouvert V' := (V x P')N{Y; # 0} on utilisera les coordonnées y; et y, := 2.

On aura donc sur 'ouvert U’ NV les relations suivantes :
m
Ty =1 et xo ="y
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Par ailleurs en notant p; : U x P! — U et py : U x P! — P! les deux projections
on a
Tyxe = piTy © pyTe = piOy @ py0p (2),

donc pour tout s € H(F,,, TF,,) on peut donc écrire

o 0
8|U’<I17 1'2) == a(:rl)a—xl + (bo(l‘l) + bl(x1>x2 + b2(‘r1)aj§) a_x2

avec a, bg, by, by € C[z1]. De fagon analogue, on peut écrire :
0 o O
slvi(yi,12) = a(y1) 57— + (50@1) + B1(y1)y2 + ﬂ2(y1)yz) o
o Yo

avec «, 507 517 BQ € (C[yl]
Des relations z1y; = 1 et x5 = 2"y2, on déduit que

0 _ _p20 _ 0
oyr Ty o1 mx1%2 Ox2
9o _ .m_0
92— L1 Bay

Par conséquent sur (UNV) x P! on a :

0

0
slvi(yr, y2) = oz(yl)a—y1 + (Bo(yr) + Bi(yr)yz + Ba(y1)y3) S

1 0 )
1 1 1 o
t 50(;1) 51(;1)361_7%2 +52(x—1)<$1_m$2)2> <x§”8—x2)

- _a(i)x2i+(ﬁo(—)x§” + (—ma(%)“"’l * 61(%)) 2 62(:6_)931_%3) O

1
1
1 8$1 X1 1 1

En comparant les coefficients ci-dessus avec les coefficients de

slyr(x1, 29) = a(xl)i + (bo(z1) + by (21) 22 + ba(z1)23) o

01y 019
on obtient )
a(zr) = —a(;)r]
) bo(r1) = Po(5o)at
bi(z1) = —ma(; )+ Bil;))
by(1) = fa(H)ay™

\

On en déduit que a est un polynome de degré 2, by est un polynome de degré m,
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by est un polynome de degré 1, et by = 0 (car m > 1). De plus si A est le coefficient
dominant de a, alors le coefficient dominant de b; est Am. On note également que
les polynomes o, 3; sont uniquement déterminés par le choix des polynomes a;, b;.

On obtient finalement pour s|y un résultat de la forme :

0 0
slur(z1,22) = (Az] + pxy + ) 5— + (bo(z1) + (Amay + v)z2) ——
8I1 81’2

et par suite :

) /1 )
slvi(yr, y2) = — (nyi + pyn + A) I + <y1 bo <£) + [—mny, + v — mu]m) o

Réciproquement, on vérifie aisément que de telles expressions définissent une section
globale de Tf,,.

3.2.4 Eclatements de F,, en 3 points généraux (m > 2)

Maintenant que 'on sait construire des champs de vecteurs sur [, on peut dé-
montrer le résultat suivant, de maniere analogue a ce qu’on a fait pour la proposition
(13.2.2)) :

Proposition 3.2.4. Soit m > 2. Soit X éclatement de X = F,, en & points
générauz pi, pe2, ps. Alors T est pseudo-effectif.

Démonstration. On reprend les notations introduites précédemment : on a deux
ouverts U’ et V/ munis de coordonnées (xy,z2) et (y1,y2) respectivement.

On rappelle quelques propriétés des automorphismes de X = F,, (voir par
exemple [Akh95]). Un automorphisme de X permute les fibres de la projection
naturelle p : X = P(Op1 & Opi(m)) — P!, et le morphisme de groupes Aut(X) —
Aut(P!) induit par p est surjectif. De plus les automorphismes ¢ € Aut(X) qui
induisent I'identité sur P! stabilisent 'ouvert U’ et sont tous de la forme suivante
en restriction a U’ :

bl (21, 22) = (21, Pu(21) + A12)
avec P, € C[x;] un polynoéme de degré au plus m, et A € C*.

Comme les points py, p2, p3 sont généraux, on peut supposer qu’ils sont sur trois
fibres distinctes de p. Quitte a permuter ces fibres a l'aide d’'un automorphisme
on peut donc supposer que que dans les coordonnées (z1,xs) on a p; = (0,21),
pe = (00,22) et p3 = (1,23), avec 21,290,235 € C. Enfin comme m > 2, quitte
a appliquer un automorphisme qui induit identité sur P' on peut supposer que
p1 = (0,0), po = (00,0) et p3 = (1,0).

e Premier cas : m > 2
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D’apres les calculs effectués en [3.2.3] on sait qu’il existe des sections globales
812, 832 € HO(]Fm, TIFm) telles que :

812|U/(£E1,ZE2) = .731%—]—;528;?2
Oolvr (21, 22) = (1 — 1) 50 + Tages
En changeant de coordonnées on obtient alors que :
312IV/(y1,y2) = —ylaiyl — (m — 1)y28%2

Onlvi(y1,92) = iy — 1)3%1 + (my; —m + 1)y2a%2

ce qui permet de s’apercevoir que ces deux champs de vecteurs s’annulent au point
P2, car dans les coordonnées (y1,¥2) on a ps = (0,0).

On note 7 : X — X Déclatement de p1,...,P3, et on reprend les notations
introduites dans la section : on associe a cet éclatement un faisceau d’idéaux 7 C
Op(x+1y), €t un morphisme v : P(7*Tx) — P(Tx). Puis on pose s := 012 ® 052. On
obtient alors une section globale du faisceau Op(z, 1(2)®v,Z 2 d’apres la proposition
(2.2.5) : en effet, 015 est «de type x117 + 22T, »au voisinage du point p;, O3z est
«de type x1T} + x2T5 »au voisinage du point ps, et s est le produit de deux sections
nulles au point ps, donc elle s’annule a 'ordre 2 en ps.

On construit une deuxiéme section globale de Op(z, (2) ® ¥.Z? de maniére

analogue, en échangeant les roles de (z1,%2) et de (yp,y2) : il existe Oy, 031 €
HO(F,,, T,,) tel que

Onlvi(yr,y2) = yla%ljtyg%

Os1lvi(y1,42) = (yl_l)%+92%

et ceci donne dans les coordonnées (1, x3) :

Oorlvr(w1,w2) = —w15% — (m— D)aa
Os1|vr(x1,22) = x1(21 — 1)8%1 + (may —m + 1)$28%2
On pose alors t := 0y ® 031, et on a bien t € HO(P(TFm)7 OP(T]FW)<2) ® w*_’zﬁ).

Enfin on vérifie, de la méme facon que dans la proposition , qu’il existe
un ouvert non vide W C F,, tel que les deux sections s et ¢ construites ci-dessus ne
s’annulent pas simultanément au-dessus de W (on utilise le fait que m > 2). On en
tire ensuite la méme conclusion, a savoir que T’y est pseudo-effectif.

e Deuxiéme cas : m =2

Dans ce cas la construction ci-dessus ne convient pas car on a 015 = —0h;.
Par contre I'avantage est que 'on peut multiplier 02 par n’importe quel champ
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de vecteurs qui s’annule a l'ordre deux en p3 pour obtenir une section globale du
faisceau Op(ry, 1(2) ® ¥.Z°%. De méme on obtient d’autres sections globales de ce
faisceau en multipliant 0so et 031 par des champs de vecteurs qui s’annulent a 1’ordre
deux en p; et py respectivement. On peut prendre par exemple 0; et d, définis par :

v (x1,20) = x%a%l+2x1x28%
Oolvr (w1, m3) = —5=

On voit aisément que 0; et 0y s’annulent a 'ordre deux en p; et py respectivement.
On pose ensuite s := J; ® 033 et t := 0, ® J31, et on peut encore une fois vérifier qu’il
existe un ouvert non vide W C [F,, tel que s et ¢t ne s’annulent pas simultanément
au-dessus de W, et en déduire que T’y est pseudo-effectif.

]

3.2.5 Eclatements de F,, en 5 points généraux (m > 1)

Proposition 3.2.5. Soit m > 1. Soit X [éclatement de X = F,, en 5 points
générauz py, . ..,ps. Alors Ty n’est pas pseudo-effectif.

Démonstration. On a par définition X = P(Opr @ Opi(—m)). On note L = Ox(1)
et ¢ : X — P! la surjection canonique. On a une suite exacte

0 — Tyypr = L? ® ¢"Opi (m) — Tx ~2 6" T — 0

Au morphisme surjectif de faisceaux d¢ on associe une section o de r: P(Tx) — X
telle que 0 Op(ry)(1) = ¢* T = ¢*Op1(2). Notons Z I'image de X par cette section.
On considere le fibré en droites H = L ® ¢*Opi(m + 1) sur X. D’apres [Ha77,
Thm.V.2.17], H est tres ample.

On note m : X — X D'éclatement de pq,...,ps, et on reprend encore une fois les
notations introduites dans la section 2.2l : on associe a cet éclatement un faisceau
v 12 } i
d’idéaux Z C Op(r=7y), €t on a un diagramme commutatif

avec f*Opry)(1) = € Op(rery) (1) ® e71Z-Oy. On a alors la suite d’isomorphismes
suivante.
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H(P(Tx), Opry)(2kn) @ r* H* @ ¢, %)
= HO(P(r"Tx), " Op(ry)(2kn) @ T © 41" H)
=~ HY(P(n*Tx), Opieory) (2kn) @ T @ o r* HY)
= HO(Y, 5*Op(7r*TX)(2kn) X (5_11 . OY>®2kn ® 5*¢*T*Hk)
= H(Y, [*Op(ry)(2kn) © f'p'n"H")

On en déduit que :

et (Bs|Op(ry)(2kn) @ r*H" @ 1, I%"[) = f~' (Bs |Op(ry)(2kn) @ p*n*H"|) .
(3.1)
On va maintenant démontrer que pour n > m + 4, et pour tout entier k > 1,
une section globale du faisceau Op(ry)(2kn) @ r*H F @, I%" doit s’annuler le long
de la surface Z. Supposons par I’absurde que ce n’est pas le cas, il doit donc exister
une section non nulle :

s € H(Z,(Opiry(2kn) @ r* H* @ .. 1)
Notons D le diviseur des zéros de s. On a des isomorphismes
H(Z, (Os(ny) (2kn) @ 1 HY)| ) = HO(X, 0" Opiry)(2kn) © LF © ¢ Opr (k(m + 1))
~ HYX,LF® ¢*Opi (4kn + k(m + 1)))
donc si on note Cj le diviseur correspondant & L = Ox(1) et f une fibre de ¢ on a :

D =y, kCy + (dkn + k(m + 1)) f.

On va utiliser ensuite le résultat suivant :

Lemme 3.2.6. [l existe un entier p < m + 2 ayant la propriété suivante : si
C € |Co+pf]| est une courbe générale passant par py, ..., ps, alors C est irréductible,
et n’est pas une composante du support de D.

Supposons pour le moment que ce lemme soit vrai : par conséquent, si C' €
|Co + pf]| est une courbe générale passant par les points py,...,ps, on a :

5
D-C>> (D-C), >5kn
=1

En effet d’apres la proposition (2.2.5)), pour tout ¢ le diviseur D a une multiplicité
en p; au moins égale a kn.
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Par ailleurs, sachant que CZ = —m, Cy- f =1, et f2=0,on a :
D-C = (kCy+ (4kn + k(m +1))f) - (Co + pf) = dkn + k(p + 1)

On obtient alors 4kn + k(p + 1) > 5kn, doun < p+1 < m + 3, ce qui est une
contradiction.

On a donc obtenu le résultat suivant pour tout n > m + 4, et pour tout entier

Z C Bs |Op(ry)(2kn) @ r* H* @ ¢,.7°""|
d’ou grace a (3.1)) :

F('974(2)) C Bs |Obiry(2kn) @ p'r* HY|.

Par ailleurs on peut écrire 7°H = A® O (qF) avec A un fibré en droites ample
sur X et ¢ > 1 un entier. On a donc

fe ™ 1(Z)) C Bs|Op(ry)(2kn) @ p*A*|Up~'(E),
dott
feT™(2)) C (U () Bs |Opry ) (2kn) ®p*A’“|> up i(E),
n>1k>1

et finalement grace a la proposition (1.1.9)) on a :
f(e7%7(Z)) C B(Or(ry(1) U p~(E)

ce qui permet de conclure que p (B_(Opr,)(1))) D X\E. Comme p (B_(Opr(1)))
est une réunion dénombrable de fermés, ceci entraine que p (B_(Opr,)(1))) = X,
donc T'; n’est pas pseudo-effectif.

]

Démonstration du lemme[3.2.68. On a ¢.L = Op & Op1(—m), donc pour tout entier
p:

H(X, L ® ¢*Op1(p)) = H(P', Op1 (p) © Op1(p — m))
On en déduit en particulier que si p > m, alors h°(X, L ® ¢*Opi (p)) = 2p — m + 2.
Comme les points py,...,ps sont en position générale on a donc

.....

Supposons pour commencer que m > 5, on va voir que p = m convient.

Considérons une courbe C' € |Co+m f| et supposons qu’elle n’est pas irréductible.
On peut donc écrire C' = ). C7 avec des courbes irréductibles C; € |e,Cy + 7, f|, ot
e; € {0,1} et v; € {0,...,m} . D’apres [Ha77, Corollary V.2.18] on a pour chaque
7:oubiene =0ety, =1;0ubiene =1ety =0;0ubien ¢ =1et v > m. Le
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dernier cas est impossible car C' n’est pas irréductible, donc la courbe C' est de la
forme CoU fiU---U f,, ou les f; sont des fibres de ¢. Les points py, ..., ps étant en
position générale, on peut supposer que leurs images par ¢ sont cinq points distincts
de P!. L’ensemble des courbes réductibles de |Cy + mf| passant par p, ..., ps est
donc égal a

{ TV ((p) U+ U™ (6(ps)), C" € [Co + (m = 5)f] }

Or on a
hO(Xa L® ¢*OP1(m - 5)) =m-—4<m-3= hO(X7L ® QS*OIP’l(m) ®Ip1,---7ps)7

on en déduit donc qu’'une courbe générale dans |Cy+ m f| passant par py, ..., ps est
irréductible. Enfin puisqu’on a supposé que m > 5, on a

ROU(X, L ® ¢*Op1(m) @ Ly, p) =m —3 > 2,

donc une courbe générale dans |Cy + mf| passant par py, ..., ps n’est pas une com-
posante du support de D.

On traite ensuite le cas m = 1, en prenant p = 3. Si C' € |Cy+3f| est une courbe
réductible passant par pq, ..., ps, alors avec le méme raisonnement que ci-dessus on
obtient une décomposition de C' d’un des deux types suivants (quitte a permuter
les points) :

1. C=C"U¢d Hb(ps)) , avec C" € |Cy + 2f| passant par pi,...,ps;
2. C=C"U¢ (¢(pa)) U™ (d(ps)), avec C" € |Co + f| passant par pi, ..., ps.
Or on a
R(F1, L ® ¢*Op(3) @ Ly, ps) = 2
hO(Flv L® ¢*O]P’1 (2) ®Ip1,---,p4) =1
R(F1, L @ ¢*Op (1) @ Ty, py) =0
On voit donc qu'une courbe générale C' € |Cy + 3f| passant par pi,...,ps est
irréductible, et n’est pas une composante du support de D.

Enfin on obtient le résultat par un raisonnement identique dans les autres cas :
on prend p=4sim=2ou3; et on prend p=2>5 si m =4. O]

3.3 Surfaces réglées sur une courbe elliptique

Dans la suite C' désigne une courbe elliptique. Soit E un fibré vectoriel de rang
2 sur C, et soit S = P(E). On se propose dans cette section de démontrer que Ts
est pseudo-effectif. On commence par traiter les cas simples ou le fibré tangent est
nef.
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Proposition 3.3.1. Si E est indécomposable, ou si E = O¢ @ L avec L € Pic®(C),
alors Ts est nef.

Démonstration. Rappelons que si E est indécomposable, alors grace a [Ha77, Thm.V.2.15]

on peut supposer que I'on a une suite exacte non scindée
00— F—L—0

avec deg(L) = 0 ou deg(L) = 1. Dans le cas ot E = O¢ @ L avec L € Pic’(C),
on a également une suite exacte comme ci-dessus, donc le raisonnement qui suit est
encore valable.

On voit alors que Ty est nef de la fagon suivante : si on note p : S — C la
fibration canonique, on a la suite exacte

0—Tsjc—Ts—p'Tec=05—0

donc il suffit de voir que Ts/c est nef. En prenant le déterminant dans cette suite
exacte on obtient Ts/c = Og(—Kg) = Og(2) @ p*L~*. Si deg(L) = 0, alors Og(2) @
p* L1 est nef d’apres [Ha7T, Proposition V.2.20], et si deg(L) = 1, alors Og(2) ®
p*L~1 est nef d’apres [Ha77, Proposition V.2.21]. ]

Le dernier cas a traiter est le suivant.

Théoréeme 3.3.2. Soit L un fibré en droites sur C' de degré e > 0 et soit S =
P(Oc ® L™1). Alors Ts est pseudo-effectif.

On commence par quelques rappels sur les facteurs d’automorphie et leurs liens
avec les fibrés vectoriels sur C' (pour plus de détails on renvoie par exemple a [BL92]).

3.3.1 Facteurs d’automorphie et fibrés vectoriels sur C

Soit A = m(C) le groupe fondamental de C' et p: V = C — C son revétement
universel.

Définition 3.3.3. Soit > 1. Une application réguliere f : A x V' — GL,(C) est
appelée facteur d’automorphie si elle vérifie :

fOA+p,v)=fN v+ p)f(pv), VYiupeA YveV.

Deux facteurs d’automorphie f; et fo sont dits équivalents s’il existe une fonction
réguliere h : V — GL,(C) telle que fi(\,v) = h(v + ) fo(A, v)h(v) L.

Etant donné un facteur d’automorphie f, on définit une action de A sur V' x C”
comme suit, :

A(v,2) = (v+ A f(\0v)2)
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Cette action permet de définir un fibré vectoriel p; : Ey — C, ou Ey := (V xC")/A
et py est le morphisme induit par p : V' — V/A = C'. La correspondance f +— Ef in-
duit alors une bijection entre les classes d’équivalence de facteurs d’automorphie, et
les classes d’isomorphisme de fibrés vectoriels sur C. Cette correspondance possede
entre autres les deux propriétés suivantes :

Lemme 3.3.4. Soient fi : AxV — GL,,(C) et fo : AxV — GL,,(C) deux facteurs
d’automorphie. Alors fi @ fo : A xV — GL,,,(C) est un facteur d’automorphie,
et Epop = Ep @ By,

Lemme 3.3.5. Soient f; : AxV — GL,,(C) et fo : AXV — GL,,(C) deux facteurs
d’automorphie, et g : A x V.— M., . (C) une application réguliére tels que :

g<)\ + M?U) = g()\,U + M)fl(/flvv) + f2(>\av + M)g<lu’71}) ) V)U/L S A7 Vo eV
Soit f: A xV — GL,, 4, (C) Uapplication définie par :

fi 0
g f

f=

Alors f est un facteur d’automorphie, et on a une suite exacte de fibrés vectoriels
sur C' :
0—FEy = Ef— Ef —0

Rappelons enfin la notion de fonction théta :

Définition 3.3.6. Soit f : A x V — GL,(C) un facteur d’automorphie. Alors
H(C, Ey) s’identifie naturellement & I'ensemble des applications régulieres ¢ : V' —
C" vérifiant :

Yo+ A =f(Av)dw), YAeA YveV

Une telle application est appelée fonction théta pour f.

3.3.2 Estimation de h°(S, S"T%)

Pour démontrer le théoreme (3.3.2), le principal ingrédient sera 'inégalité sui-
vante :

Proposition 3.3.7. Pour toutn > 1, on a

n(n+1)(n+2)e

hO(S, SnTS) > 6

Soit f : A x V — C* un facteur d’automorphie tel que F; = L™'. En notant
[z : y] des coordonnées homogenes sur P!, on définit une action de A sur V x P!
par :

A-(u [z yl) = (A e (A 0)yl)
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On a alors un isomorphisme S = (V xP!)/A. De plus I'action de A sur V x P! induit
une action sur le fibré tangent Ty ,p1 ainsi que sur toutes ses puissances symétriques,
et on a un isomorphisme :

H(S,8"Ts) = HO(V x P, S"Ty 1)t

On va donc s’intéresser aux invariants de H(V x P, S"Ty . p1) sous I'action de A.

Action de A sur HO(V x P! Ty p1)

Commengcons par décrire précisément I'action de A sur HO(V x P!, Ty, p1). Pour
déterminer laction d’un élément A € A sur un champ de vecteurs s € H°(V x
P! Ty wpr), il suffit de calculer X - s en restriction & 'ouvert stable U = {z # 0} &
V xC=C?:onnotevetz= 2 les coordonnées sur U. L’action de A sur U est
décrite dans ces coordonnées par I'application :

or: U — U
(v,2) — (V+ A f(\v)2)
dont la différentielle est la suivante :

1 0

doa(v,z) =
vz f(h)

Pour tout champ de vecteur s sur 'ouvert U, I'action de A\ sur s est définie par :

(A 5)(v,2) = (dae8) (v, 2) = dda(dy (v, 2)) - (03 (v, 2))

avec ¢y '(v,2) = (v — A, f(A,v — A)712). On en déduit en particulier :

A D) v,2) = Z+ENv=NfNv—N"2d
) A g)w2) = fhv=Ng

(A~ z%)(v, z) = z%
\ A 222)(v,2) = fAhv—A)"122E
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En notant 0,9y, 9; et dy les champs de vecteurs globaux sur V' x P! qui étendent

respectivement 2, 2 > et 222 on a donc
,
N0, = Oyt g(h-— N,
A0y = f(A =N
A0 = 0
N0y = O\ -— N0,

ou 'on a posé g(\,v) := 6f()\, v)f(\v)7h

(

Construction d’invariants de H°(V x P!, S"Ty,,p1) sous I’action de A

Fixons un entier ¢ € {1,...,n}. On définit M;,, : A x V — GL,_;1+1(C) par :

1 0
("T)g 1

(")’ ("1)g

S (e

n—i—1

n—i

9 g

On montre alors le fait suivant :

Lemme 3.3.8. Pour tout n > 1, et pour tout i € {1,..

0
1 0
g 1

.,n}, M;, est un facteur

d’automorphie. De plus pour i < n — 1 on a une suite exacte :

0_>EMi+ln _>EMin — Oc — 0

Démonstration. Sii=mn, M, , = (1) et il n’y a rien a démontrer.

Sii <n —1, on remarque alors que :

1 0
Gi Mi+1,n

Mz’n:

)

avec G; =

(g
(3)g?

n—i

9

En procédant par récurrence descendante sur i, il suffit donc d’apres le lemme |3.3.5
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de montrer que pour tous A, € A, et pour tout v € V :
Gi(A+ p,v) = Gi(A v+ p) + Mipan(A v+ p)Gi(p, v)

Pour k € {1,n — i}, la k-éme ligne de cette égalité est :

<”—i_p)g(x,v+u)’“_” (n;>9(“’”)p

k—p

]~

(n;i)g(ﬂu, )t = (nlj)g(& vt )+

1

p

n—i—p\ n—1 n—\ (kY .., ... .
En remarquant que = I’égalité a montrer devient :
k—p/)\p k) \p

g+ ) =g\ o+ )+ (l;) g v+ 1) P, v)?

p=1

ou encore g(A + f1,0)* = [g(A\, v + p) + g(p, v)]".
Or en dérivant 1'égalité f(A + p,v) = f(A, v+ u)f(u,v) par rapport a v on obtient
facilement la relation :

9+ pv) = g(A v+ ) + (s, v),
ce qui donne le résultat. O

D’apres le lemme , 7'M, est donc un facteur d’automorphie, auquel est
associ¢ le fibré vectoriel L' ® Eyy, , sur C. A une section globale de ce fibré est
associée une fonction théta o; = (9%, ..., 97 ") . V — Cr=*1 vérifiant pour tout
AeEAN:

Di= FO = AT Mon(h - — A — A)

On a donc pour tout j € {1,--- ., n—i+1}:
j .
, , k41 ,
2= 10 =0 (T a0 k-
j—
k=1

On considere alors la section globale de S™Ty yp1 suivante :

n—i+1
_ E k k—1 A n—i—k+1

k=1
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On vérifie alors que s; est A-invariante. En effet pour tout A € A,

n—i+1

= 30 =N O (PO = X)) (D, g — M)

n—i+1n—i—k+

1
ADIEDY ( S “)gu, = N = A O B i

k=1 =

n—i+1n—i+1
DY Z( '““) (A= AR =)o 0 o

k=1 jk

n—i+1

_ J . ai—l ai gn—itl—j _
=Y o000 = s
Jj=1

De plus comme s; est de degré ¢ en 0y, I'application suivante est injective.

@?:1 HO(O’ LZ®EMHL) - HO(VX]PﬂaSnTVXIP’l)
(191,...,79n) — Z?:lsi

Conclusion

Démonstration de la proposition[3.5.7. On a construit ci-dessus une application li-
néaire injective de @, H°(C, L'® By, ,,) dans HO(V xP*, S" Ty p1)* = HO(S, S"Ts),
et on en déduit 'inégalité :

S, 5"Tg) > Zho (C,L'® E,,,)

Le lemme qui suit entraine alors

n

0 n :  nn+1)(n+2)e
h>(S, S TS)Z;(n—z—i—l)ze— 5 )

ce qui est I'inégalité souhaitée. ]

Il ne reste plus qu’a calculer h°(C, L' ® Ey,,.), ce qui fait 'objet du lemme
suivant.

Lemme 3.3.9. h°(C,L' ® Ey, ) = (n —i+ 1)ie, Vie{l,...,n}
Démonstration. On fixe ¢ > 1 et on montre par récurrence sur n que

H(C.L' ® By,,) = H'(C, L)*"*1 et que H'(C,L'® Ey,,) =0
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Pour conclure il suffira ensuite d’observer que h°(C, L') = deg(L’) = ie d’apres le
théoreme de Riemann-Roch.

Si n = i, on a bien H'(C,L" ® Ey,,) = H°(C,L") et H(C,L" ® Ey,) =
HY(C, L") =0 (car L est de degré e > 0).

Si n > i, on suppose que H'(C, L' ® Ey, ) = H'(C,L")*"" et que H'(C, L' ®
Ey, . _,) = 0. La suite exacte du lemme m tensorisée par L' induit la suite exacte

i,n—1

longue en cohomologie :
0— HO(Cv L' EMi+1,n) - H0<C7 LI'® EMi,n) - H0<Ca Li) -
H1(07 LZ ® EMi+1,n) - Hl (07 LZ ® EML',n) - 0

En remarquant que M;y;, = M;,—1 on peut appliquer I'hypothese de récurrence,
et la suite exacte ci-dessus permet de conclure. O

3.3.3 Pseudo-effectivité de T

Démonstration du théorémel3.3.2. Notons X = P(Ts). La projection 7 : X — S
admet une section o : S — X, d’image D, correspondant a la suite exacte :

0—>TS/C—>TS—>OS—>O

On a 0*Ox(1) = Og, et T T/ = Ox(1) ® Ox(—D). En prenant le déterminant
de la suite exacte ci-dessus, on note de plus que Ts/c = Og(—Kg), et donc que
Ox(l) = Ox(D + W*(—Ks)).

Soient n > 1, et k € {0,...,n}. On considére la suite exacte suivante.
0— Ox(n)®O0x(—(k+1)D) = Ox(n) ® Ox(=kD) — Ox(n) ® Ox(=kD)|p — 0
On a
R'7.(0x(n) @ Ox((—(k+1)D))) = R'7[Ox(n — (k+1)) @ 7*Os(—(k + 1)K3)]

= R'1, [Ox(n— (k+1))] ® Os(—(k + 1)K5)
=0 (car n—(k+1)>—2)

On a par ailleurs
T+(Ox(n) ® Ox(—kD)|p) = m.(Ox(n — k) @ m*Os(—kKs)|p) = Os(—kKs)

car m.(Ox(1)|p) = 0*(Ox(1)|p) = Os. En appliquant 7, a la suite exacte ci-dessus
on obtient donc :

0 — m(Ox(n) @ Ox(—(k + 1)D)) — m.(Ox(n) ® Ox(—kD)) — Og(—kKs) — 0
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On a donc une filtration de S™T% :
O=F"'CcF'C..-CF'CF’'=5"Ts
avec
F* .= 71, (0x(n) ® Ox(—kD)) et F¥/F" = 0Og4(-kKs) Vke{0,---,n}.

Montrons maintenant que T est pseudo-effectif. Ona Ox (1) = Ox(D+7*(—Ky)),
et D+ 7*(—Kg) est un diviseur effectif (—Kg est effectif d’apres [Ha77, Lemma
V.2.10]). B_(Ox(1)) est donc contenu dans le support de ce diviseur.

Pour montrer que 7(B_(Ox(1))) # S ilsuffit donc de voir que D ¢ B_(Ox(1)).
Or la proposition entraine en particulier que Ox(1) est grand, donc il
nous suffira d’apres de démontrer que l'ordre d’annulation asymptotique
de Ox(1) le long de D est nul :

vp(|Ox(n)|)

vp(||Ox(1)]]) = lim =0.

Si on pose ky, := vp(|Ox(n)|), on a pour tout n > 1 un isomorphisme
HY(X,0x(n)) =2 H'(X,0x(n) ® Ox(—k,D))
donc
H(S,5"Ts) = H°(S, m.(Ox(n) ® Ox(—k,D))) = H°(S, F*")
On en déduit que

ho(S, S"Ts) = h°(S, F*) < En: RO(S, F'/F™h) = zn: h2(S, Og(—iKg))

i=kn i=kn
Si on note p: S — C' la projection canonique, alors d’apres [Ha77, Lemma V.2.10],
on a Og(—Kg) = Og(2) ® p*L , donc
H°(S,0s(—iKs)) = H(S,05(2i) @ p*L’)
~ HOC,S*(Oc @ L) ® LY)
~ P H(C, L)
j=—i

Comme h°(C, L7) = jesi j >0, et h°(C,L7) = 0si j <0, on a donc

. . i(i + 1)e
WS, O5(~ikg) = 143 je =14 L

J=1
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puis

h(8,8"Ts) < i(u%)

i=kn

=

n o .. n—1 .,.
< (kg Y A Le
i=1 i—1
1)(n +2 —1 1
< (n—k,+1)+ nn+1)n+2e  (k )kg(kn +1)e

(=}

Avec la proposition [3.3.7] on obtient donc I'inégalité :

(kn — Dky(ky + e
6

<(n—k,+1)

o (kn — Dkn(kn +1)e  k +1
+ - <
6n3 TLS n3

K . :
Ceci entraine que lim — =0, d’ou vp(||Ox(1)|]) = 0, ce qui prouve que T est
n—oo N,

pseudo-effectif. ]

3.4 Conclusion

Les résultats de ce chapitre mis bout a bout donnent la classification suivante.

Théoréme 3.4.1. Soit X une surface projective lisse, avec Tx pseudo-effectif. Alors
on est dans l'un des cas suivants :

— X est une surface abélienne ;

— X est hyperelliptique ;

— X est une surface réglée sur une courbe elliptique ;

— X est rationnelle.
Réciproqguement, si X fait partie de l'une des trois premieres catégories de cette
liste, alors T'x est pseudo-effectif.

Le cas des surfaces rationnelles est traité par le théoreme suivant, de fagon
incomplete pour deux raisons : d'une part on ne sait pas si I’éclatement d’une
surface de Hirzebruch F,, en 4 points généraux a un fibré tangent pseudo-effectif
pour m > 2; d’autre part on ne peut rien dire a propos de I’éclatement d’une surface
rationnelle en des point spéciaux.

Théoréme 3.4.2. 1. Soit S léclatement de P? en r points généraux. Alors Ty
est pseudo-effectif si et seulement si v < 5. Donc pour m = 0 ou m = 1,
l’éclatement de IF,, en r points généraux a un fibré tangent pseudo-effectif si
et seulement st r < 4.

2. Soit S ’éclatement de F,, en r points générauz, avec m > 2.
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- Sir <3, alors Ts est pseudo-effectif.
— Str > 5, alors Ts n'est pas pseudo-effectif.
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Deuxieme partie

Caractérisations des espaces
projectifs et des quadriques
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Introduction a la deuxieme partie

L’objectif de cette deuxieme partie est de caractériser les espaces projectifs et
les quadriques par des propriétés de positivité de leur fibré tangent. De nombreux
résultats existent déja en ce sens : on a vu dans l'introduction les caractérisations
de I'espace projectif de Mori et de Wahl; on doit a Andreatta et Wisniewski un
résultat englobant ces deux caractérisations.

Théoréme. [AW0I] Soit X une variété projective lisse. Si Tx contient un sous-
faisceau localement libre ample E de rang v > 1, alors X = P". De plus on a soit
E = Opn(1)¥7, soit r =n et E = Tpn.

Notons que Campana et Peternell avaient obtenu ce résultat précédemment dans
le cas ot r > n — 2 (voir [CP98]).
Dans leur article [ADKO0S], Araujo, Druel et Kovacs démontrent la caractérisa-

tion suivante, issue d'une conjecture de Beauville ([Be00]).

Théoreme. [ADKOS, Theorem 1.1, Theorem 6.3] Soient X une variété projective
lisse de dimension n > 1, et L un fibré en droites ample sur X. Soit p > 1 un
entier. On suppose que ['une des deuzx hypothéses suivantes est satisfaite :

1. HY (X, NPTy @ L?) £0;

2. HY(X, TSP @ LP)#0 et p(X)=1.

Alors ou bien (X,L) = (P, Opi(2)), ou bien (X,L) = (P", Opx(1)), ou bien
(X,L) 2 (Qn,0q, (1)), ot Q, C P! est une quadrique lisse de dimension n.

Notre but est de généraliser ce résultat en affaiblissant ses hypotheses de la fagcon
suivante.

Théoreme 3. Soient X une variété projective lisse de dimension n > 1, et L un
fibré en droites ample sur X. Soit p > 1 un entier. On suppose que

HOX, TSP @ L7P) # 0.
Alors la conclusion du théoréme ci-dessus est encore vraie.

Pour démontrer ce théoréeme, on commence par supposer que p(X) > 2, puisque
le cas ou p(X) = 1 est déja connu. On remarque par ailleurs que X est uniréglée
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d’aprés un théoreme de Miyaoka (voir la section . On choisit alors sur X une
famille dominante et presque complete de courbes rationnelles H, dont on montre
dans un premier temps qu’elle est de degré 1 relativement a L, donc complete. Pour
cela, on suppose par l'absurde qu’elle est de degré 2 (on voit facilement que c’est
la seule alternative), et on construit & I'aide de la section non nulle de T%” ® L™
un feuilletage en courbes sur X dont les feuilles sont les courbes paramétrées par la
famille H. A Taide de ce feuilletage on démontre 'existence dune surface réglée S,
munie d’un fibré en droites Lg grand et nef, de degré relatif 2, et tel que 757 ® LgP
ait une section non nulle, ce qui contredit la proposition suivante.

Proposition. (= Proposz'tion Soit m: S — C une surface réglée, avec C' une
courbe projective lisse. On note f une fibre de w. Si L est un fibré en droites nef et
grand tel que L - f = 2, alors pour tout p > 1

H(S,TS? @ L™P) = 0.

Une fois acquis le fait que H est complete, on procede a ’étude du quotient H-
rationnellement connexe my : X — Y, de X, qui est bien défini en codimension un
(voir la section [5.3| pour les définitions). Un des éléments clés de cette étude est une
généralisation du théoreme de Miyaoka évoqué ci-dessus (démontrée dans la section
qui nous permet dans certains cas de montrer que la variété Y; est uniréglée.
Le travail effectué permet de se ramener a deux cas particuliers simples : le cas ou
X est un fibré projectif sur une courbe C et le cas ou X est un fibré en quadriques
sur une courbe C. Dans les deux cas on montre que la section de T%" ® L™ est en
fait une section de Tfffc ® L7P, sauf si X est isomorphe a P! x PL. On obtient alors
la conclusion grace & deux théoremes d’annulation qui font 'objet du chapitre [6]
On n’énonce ici que le premier, le second (théoreme étant tres similaire :

Théoréme. (= Théoréme Soient C' une courbe projective lisse et E un fibré
vectoriel ample sur C' de rang r+1 > 2. Soient w : X = P(F) — C le fibré projectif
associé a E et G un fibré vectoriel nef sur X. Alors

Vp > 1, HY(X,TYje ® Op)(—p) @ G7) = 0

On démontrera également par des méthodes analogues la caractérisation des
espaces projectifs suivante, qui constitue un outil important dans la démonstration
du théoreme [3l

Théoreme 4. Soient X une variété projective lisse de dimension n > 1, et L un
fibré en droites ample sur X. Soient p > 1 et k > p deux entiers. On suppose que

HY X, TP @ L™%) #0

Alors X = P", L= Opn(1), et k < (=) p.
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Contenu des chapitres

Les chapitres 4 et 5 sont principalement constitués de rappels. On traite dans
le chapitre 4 des faisceaux sans torsion, des faisceaux réflexifs, et de la notion de
semistabilité d'un faisceau sans torsion. On démontre en fin de chapitre (section [4.3))
que le fibré vectoriel 5! (—k) a des sections non nulles si et seulement si k < I’("TH,

un fait qui sera utile au chapitre 7 pour démontrer les deux théorémes principaux.

Dans le chapitre 5 on rappelle des définitions et propriétés en lien avec les familles
de courbes rationnelles sur les variétés uniréglées, et les quotients rationnellement
connexes associés. Apres quelques rappels sur les feuilletages, on démontre dans la
section 5.5\ un critere pour qu’une variété soit uniréglée, qui généralise celui démontré
par Miyaoka.

Le chapitre 6 est consacré a la preuve de deux théoremes d’annulation sur les
fibrés projectifs et fibrés en quadriques (théoremes et . On y rappelle
également les caractérisations des fibrés projectifs et des fibrés en quadriques diies
a Fujita.

Enfin le chapitre 7 contient les démonstrations des deux résultats principaux.
On commence ce chapitre par des résultats préliminaires, dont la proposition [7.1.3]
sur les surfaces réglées. Puis la démonstration du théoreme [] occupe la section [7.2]
et pour finir on démontre le théoreme [3| dans la derniere section.

62



Chapitre 4

Faisceaux sans torsion, Faisceaux
réflexifs, Semistabilité

Ce chapitre est essentiellement composé de rappels sur les faisceaux sans torsion,
les faisceaux réflexifs, et sur la notion de semistabilité d’un faisceau sans torsion. A
la fin du chapitre on détermine les conditions nécessaires et suffisantes pour que le
fibré vectoriel Tp?(—k) admette des sections globales non nulles.

4.1 Faisceaux sans torsion et faisceaux réflexifs

On rappelle ici quelques propriétés des faisceaux sans torsion et des faisceaux
réflexifs. Le lecteur pourra trouver les démonstrations de la plupart des résultats
qui suivent dans [Ha82].

Définition 4.1.1. Soit F un faisceau cohérent sur une variété X. On note F* :=
Hom(F,Ox) le dual de F. On dit que F est sans torsion si 'application naturelle

F—F

est injective. On note Tor(F) le noyau de cette application. On dit que F est réflexif
si ¢’est un isomorphisme.

Définition 4.1.2. On dit qu'une propriété est vraie en codimension un dans une
variété X, s’il existe un ouvert dont le complémentaire est de codimension au moins
deux dans X, et sur lequel la propriété est vraie.

Remarque 4.1.3. Si X est une variété lisse, et si F est un faisceau sans torsion sur
X, alors F est localement libre en codimension un (voir [Kob87, Corollary V.5.15]).

Notons également que si la variété X est normale, alors elle est lisse en codimen-
sion un, donc un faisceau sans torsion sur X est localement libre en codimension
un.
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Proposition 4.1.4. [Ha82, Proposition 1.1] Un faisceau cohérent F sur une variété
X est réflexif si et seulement s’il prend place (au moins localement) dans une suite
eracte

0—-F—=E—-G—0

avec £ un faisceau localement libre et G un faisceau sans torsion.

Corollaire 4.1.5. [Ha82, Corollary 1.2] Soit F un faisceau cohérent sur une variété
X. Alors F* est un faisceau réflexif.

Définition 4.1.6. Si F un faisceau cohérent sans torsion sur une variété X, on
dit qu'un sous-faisceau G de F est saturé dans F si le quotient Q := F /G est sans
torsion. On appelle saturation de G dans F le noyau de ’application

F — Q/ Tor(Q).
C’est le plus petit sous-faisceau saturé de F contenant G.

La proposition [4.1.4] entraine immédiatement le corollaire suivant.

Corollaire 4.1.7. Soit F un faisceau localement libre sur une variété X, et G C F
un sous-faisceau. Alors la saturation de G dans F est un faisceau réflexif.

Définition 4.1.8. Un faisceau cohérent F sur une variété X est dit normal si
pour tout ouvert U C X et tout fermé Y C U de codimension au moins deux,
I’application de restriction

F(U) = FU\Y)

est bijective.

La proposition suivante donne une caractérisation utile des faisceaux réflexifs
sur une variété normale.

Proposition 4.1.9. [Ha82, proposition 1.6] Soit F un faisceau cohérent sur une
variété normale X . Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

— F est réflexif,;

— F est sans torsion et normal ;

— F est sans torsion et pour tout ouvert U C X et tout fermé Y C U de

codimension au moins deur, F|y = i.F|iny, ot i: U\Y — U est linclusion.

En particulier st U C X est un ouvert dont le complémentaire est de codimension
au moins deux, alors deux faisceaur réflerifs sont égaur si et seulement si leurs
restrictions a U sont €gales.

Corollaire 4.1.10. Soient X une variété normale, U C X un ouvert dont le com-
plémentaire est de codimension au moins deuz, et i : U — X linclusion. Soit F un
faisceau réfiexif sur U. Alors i, F est réflexif. De plus c’est l'unique faisceau réflexif
sur X dont la restriction a U est égale a F.
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Démonstration. Le faisceau i, F est cohérent d’apres [Ser66, Théoreme 1]. De plus
on voit facilement qu’il est sans torsion. Enfin le fait que F soit normal entraine que
i.F est normal grace a 'hypothese codim(X \ U) > 2. La proposition précédente
entraine donc le résultat. O]

Si F est un faisceau cohérent sur une variété X, il existe un ouvert U C X tel
que Fly soit localement libre. On appelle rang de F le rang de F|y. On termine
ces rappels par un résultat sur les faisceaux cohérent de rang un.

Proposition 4.1.11. [Ha82, Proposition 1.9] Soit F un faisceau cohérent de rang
un sur une variété localement factorielle X. Alors F est réflexif si et seulement s’il
est inversible.

4.2 Semistabilité

Cette section regroupe divers résultats sur les faisceaux semistables. Le lecteur
pourra trouver plus de détails dans [HLI7].

Définition 4.2.1. Soient X une variété projective normale de dimension n > 1,
et H un diviseur ample sur X. Soit F un faisceau sans torsion sur X. On définit la
pente de F relativement a H par

01(./,?) -H

wF) = )

Notation 4.2.2. Dans la suite toutes les variétés projectives seront munies impli-
citement d’un diviseur ample H, et on notera pu(F) := pp(F).

Remarque 4.2.3. Si on a une suite exacte
0—-€¢—-F—-G—=0

de faisceaux sans torsion, on a rg(F) = rg(&) +rg(g) et 1(F) = 1(E) + 1(9),

donc u(F) est le barycentre de p(€) et p(G) affectés des coefficients % et
rg(9)

rg(£)+rg(9)
Définition 4.2.4. Soient X une variété projective normale.

Un faisceau sans torsion F sur X est dit semistable si pour tout sous-faisceau
G C F tel que 0 <rg(G) <rg(F), on a u(G) < u(F).

Un faisceau sans torsion F sur X est dit stable si pour tout sous-faisceau G C F
tel que 0 < rg(G) < rg(F), on a u(G) < p(F).

Il suffit pour tester la semistabilité d’un faisceau de considérer ses sous-faisceaux
saturés.
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Proposition 4.2.5. [HLI7, Proposition 1.2.6] Soient X une variété projective nor-
male et F un faisceau sans torsion sur X. Alors les conditions suivantes sont équi-
valentes :
— F est semistable ;
— pour tout sous-faisceau saturé G C F tel que 0 < rg(G) < rg(F), on a u(g) <
u(F)
— pour tout quotient sans torsion F — Q on a u(Q) > u(F).

Corollaire 4.2.6. Soient X une variété projective normale et F un faisceau sans
torsion sur X. Si F est semistable, alors F* est semistable.

Un faisceau sans torsion peut étre filtré par des sous-faisceaux dont les quotients
sont semistables.

Définition 4.2.7. Soient X une variété projective normale et F un faisceau sans
torsion sur X. Une filtration de Harder-Narasimhan de F est une filtration par des
sous-faisceaux saturés dans F

0=HNo(F) CHN(F)C---C HN(F)=F

telle que les quotients G; := HN;(F)/HN;_1(F), i € {1,...,l}, solent semistables,
et telle que
(Gr) > p(Ga) > - > u(Gr).

Théoréeme 4.2.8. [HN75, Proposition 1.5.9],[HL97, Theorem 1.5.4] Soient X une
variété projective normale et F un faisceau sans torsion sur X. Alors F admet une
unique filtration de Harder-Narasimhan.

Remarque 4.2.9. Le premier terme H N, (F) de la filtration de Harder-Narasimhan
est le sous-faisceau déstabilisant maximal de F, c’est a dire le sous-faisceau de F
maximal parmi les sous-faisceaux de plus grande pente.

La propriété de semistabilité se comporte bien vis a vis de la restriction a une
courbe, a condition que la courbe en question soit suffisamment générale.

Définition 4.2.10. Soit H un diviseur ample sur une variété projective X de
dimension n > 1. On appelle courbe générale au sens de Mehta-Ramanathan, ou
encore courbe MR-générale (relativement & H), toute courbe de la forme C'= Hy N
-+-NH,_1,oules H; € |m;H| sont généraux, et les m; sont des entiers arbitrairement
grands.

L’importance de ces courbes vient du théoreme de Mehta-Ramanathan.

Théoréme 4.2.11. [MR82, Theorem 6.1],[FI84, Theorem 1.2] Soient X une variété
projective normale et F un faisceau sans torsion sur X. Si F est semistable, alors
Flc est semistable pour toute courbe MR-générale C C X.
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Corollaire 4.2.12. Soient X une variété projective normale, et F un faisceau
sans torsion sur X. Alors HN;(F|c) = HN;(F)|c, pour toute courbe MR-générale
C C X, et pour tout v > 0.

L’énoncé qui suit, tiré de [KSCT07|], donne une propriété de la filtration de
Harder-Narasimhan d’un fibré vectoriel sur une courbe, qui nous sera utile pour
construire un feuilletage sur certaines variétés.

Proposition 4.2.13. |[KSCT07, Proposition 29, Proposition 30] Soit C' une courbe
lisse, et E un fibré vectoriel sur C. Soient (E;)1<i<; := (HN;(E))1<i< la filtration de
Harder-Narasimhan de E et p; == p(FE;/E;_1) pour tout i. On suppose que iy > 0,
et on pose k = max{i, u; > 0}.

Alors pour tout i € {1,...,k}, les fibrés E; et E; @ E; @ (E/E;)* sont amples.
En particulier Hom(E; ® E;, E/E;) = 0.

On clot cette section par un lemme technique (démontré dans [ADKOS|) dont
on se servira pour démontrer le théoreme (4] caractérisant I’espace projectif.

Lemme 4.2.14. [ADK0S, Lemma 6.2] Soit X une variété projective lisse, E un
fibré vectoriel sur X, et p > 1 un entier. Si N est un sous-faisceau inversible de
E®?  alors il existe un sous-faisceau sans torsion F C E tel que

4.3 Sections globales de T,7(—k)

On étudie maintenant les conditions nécessaires et suffisantes sur des entiers
n, p, k pour que le fibré vectoriel T; E‘%’f’ (—k) ait des sections globales non nulles. On
va pour cela utiliser la semistabilité de ce fibré, qui est la conséquence des deux
résultats suivants.

Proposition 4.3.1. [AL97, Lemma 1.4.5] Soit n > 1 un entier. Alors Qp. est
stable.

Proposition 4.3.2. [HL97, Theorem 3.1.4] Soit X une variété projective normale.
Si Fy et Fy sont des fibrés vectoriels semistables, alors I} ® Fy est semistable.

Etant donné que le dual d’un fibré semistable est semistable, on a le corollaire
suivant.

Corollaire 4.3.3. Soient n,p, k trois entiers, avecn > 1 et p > 1. Alors Tﬁp(—k)
est semistable.
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Remarque 4.3.4. Si F; et F5 sont deux fibrés vectoriels sur une variété projective,
alors u(Fy ® Fy) = u(Fy) + p(Fy). On en déduit que pour des entiers n, p, k, avec
n>letp>1,ona

TS ) = puTen) b =p (22 ) <k

On est maintenant en mesure de donner les conditions pour que Tp?(—Fk) ait
des sections non nulles.

Proposition 4.3.5. Soient n,p, k trois entiers, avec n > 1 et p > 1. Alors

p(n+1)

HO(P" TP (—k) #0 <= k<

Démonstration. Supposons que H°(P", TeP(—k)) # 0. On a alors un morphisme de
faisceaux injectif

Opn — Tk (—k).
Le fibré Tp.F (—k) étant semistable d’apres le corollaire m, il doit donc avoir une
pente positive ou nulle, d’ou

W(TEH(—K)) = p (”;1) k0

s . 1 c 1 . s . .
Réciproquement, supposons que k£ < @. On considere alors la division eucli-

diennede pparn:p=nqg+r,avec ¢ >0et 0 <r <n.On a
HO (P, TSP (—k)) = HO(P", [T (—n — )] & T8 (~1)),
ou l'on a posé | = k — q(n + 1). Il existe un morphisme injectif
Opn(n + 1) = det(Tpn) — Tg,

ce qui permet d’affirmer que H°(P?, [T (—n — 1)]%7) £ 0.

De plus

p(n+1)

l=k—q(n+1)< —q(n+1)zr+£,

et comme r < n, on en tire I'inégalité [ < r. Sachant que le fibré vectoriel Tpn(—1)
a des sections non nulles (il est méme engendré par ses sections globales), on a donc

HO®", T (~1)) = HO(B", [Ton (—1))" (r — 1)) # 0,

et on obtient avec ce qui précede que HO(P" TP (—k)) # 0. O
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Chapitre 5

Courbes rationnelles sur les
variétés projectives

Dans ce chapitre on propose quelques rappels sur les familles de courbes ra-
tionnelles sur les variétés projectives, les quotients rationnellement connexes et les
variétés des tangentes associés a ces familles. On rappelle ensuite quelques résultats
sur les feuilletages, puis on démontre une généralisation de la caractérisation des
variétés uniréglées par Miyaoka.

5.1 Variétés uniréglées et rationnellement connexes

On rappelle rapidement quelques faits bien connus sur les variétés uniréglées et
les variétés rationnellement connexes. On renvoie a [De01] ou [AKO3|] pour plus de
détails.

Définition 5.1.1. Une variété projective X de dimenson n > 1 est dite uniréglée
s’il existe une variété Y de dimension n— 1 et une application rationnelle dominante
P'xY --» X.

Définition 5.1.2. Une variété projective X est dite rationnellement connexe s’il
existe une variété Y et une application rationnelle p : P! x Y --» X telle que
I’application rationnelle suivante soit dominante :

PlxPlxY --» X xX

(t,t",y) = (ulty), u(ty)

Remarque 5.1.3. Une variété projective X est uniréglée si et seulement si par
un point général de X passe une courbe rationnelle, et elle est rationnellement
connexe si et seulement si deux points généraux de X peuvent étre reliés par courbe
rationnelle (voir [De01, Remarks 4.2, Remarks 4.4]).

69



Définition 5.1.4. Soient X une variété projective lisse, £ C X une courbe ration-
nelle, et n : ¢ =2 P! — ¢ la normalisation de ¢. On note Tx|; := n*Tx. On dit que ¢
est libre si T'x|; est nef, et tres libre si T'x|; est ample.

Remarque 5.1.5. Dans une variété projective lisse X, les déformations d’une
courbe libre recouvrent un sous-ensemble dense de X, de méme que les déformations
d’une courbe tres libre passant par un point fixé (voir [De01l, Proposition 4.8]).

On en déduit qu'un variété projective lisse X est uniréglée (respectivement ra-
tionnellement connexe) si et seulement si elle contient une courbe rationnelle libre
(respectivement tres libre) (voir[De01l Corollary 4.11, Corollary 4.17]).

5.2 Familles completes et presque completes de
courbes rationnelles

On fait brievement ici quelques rappels sur les familles de courbes rationnelles,
le lecteur pouvant trouver dans [Kol96] une exposition plus détaillée. Dans cette
section X désigne une variété projective.

Définition 5.2.1. Soit A un diviseur ample sur X. Soient k,d > 1 deux entiers.
On note Chowy 4(X) la variété projective paramétrant les cycles effectifs sur X
de dimension k (c’est a dire les combinaisons linéaires formelles de sous-variétés
irréductibles de X de dimension k, avec des coefficients entiers positifs) qui sont de
degré d relativement a A. On pose

Chow(X):= | | Chowya(X)

k>1,d>1

Soient RatCurves(X) C Chow(X) la variété quasi-projective dont les points corres-
pondent aux 1-cycles irréductibles et réduits de support une courbe rationnelle, et
RatCurves™ (X ) sa normalisation. Soit enfin Univ"™(X) la normalisation de la famille
universelle au-dessus de RatCurves™ (X ). On obtient un diagramme commutatif

Univ(X) ———= X

|

RatCurves" (X)

Remarque 5.2.2. Le morphisme de normalisation RatCurves™(X) — Chow(X)
est fini et génériquement injectif, mais pas nécessairement injectif. C’est pourquoi
il est possible que les points de RatCurves"(X) ne soient pas en correspondance
bijective avec les courbes rationnelles de X, plusieurs points de RatCurves”(X)
pouvant correspondre a la méme courbe rationnelle. On utilisera la notation [¢]
pour les points de RatCurves™(X), et ¢ pour les courbes correspondantes dans X.
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On peut aussi décrire les familles de courbes rationnelles via le schéma des
morphismes.

Définition 5.2.3. On note Homy,;, (P!, X) C Hom(P!, X) le schéma qui parametre
les morphismes génériquement injectifs de P* dans X, et Hom{, (P!, X') sa norma-
lisation. On a un morphisme d’évaluation :

p: Homp, (P X)xP! — X
(f.p) — f(p)

Le théoreme suivant fait le lien entre les deux approches.

Théoréme 5.2.4. [Kol90, Theorem I1.2.15] On a le diagramme commutatif sui-
vant.

I

Homy;, (P*, X) x P! Quotient par Univ"™(X) : X

Paction de Aut(P!)
Tri

RatCurves™(X)

Projectionl/

Homrblir (Pl 9 X)

Quotient par

Paction de Aut(P!)

Si f € Hom{, (P!, X) on notera [f] le point de RatCurves™(X) correspondant.

Remarque 5.2.5. Dans le théoréme ci-dessus, le morphisme 7 : Univ“(X) —
RatCurves”(X) est un fibré en P!, i.e. 7 est un morphisme propre et lisse avec des
fibres isomorphes & PL. De plus la restriction de e & chaque fibre de 7 est birationnelle
sur son image.

Définition 5.2.6. Une famille de courbes rationnelles sur X est une composante
irréductible H de RatCurves"(X). Si A est un diviseur ample sur X, le nombre
d’intersection A - ¢ est indépendant du choix de [¢] € H, on 'appelle le degré de la
famille H (relativement a A).

Soit U := 7~ 1(H) C Univ™®(X) la famille universelle associée & H. On notera
abusivement 7 et e les restrictions des morphismes du méme nom définis ci-dessus,
on a donc un diagramme commutatif

U—X

|

H

Une famille H de courbes rationnelles sur X est dite dominante si I’application
e : U — X ci-dessus est dominante.

Remarque 5.2.7. Notons qu’il existe une famille dominante de courbes ration-
nelles sur X si et seulement si X est uniréglée.
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Proposition 5.2.8. [Ko0l96, Proposition I1.3.7, Proposition I1.3.10] Soit X wune
variété projective lisse, U C X un ouvert dont le complémentaire est de codimension
au moins deux et H une famille dominante de courbes rationnelles sur X . Si [{] € H
est un élément général, alors ¢ est une courbe libre, et elle est entierement contenue
dans l'ouvert U.

Les familles de courbes les plus intéressantes sont les familles presque completes,
et les familles completes, au sens suivant.

Définition 5.2.9. Une famille H de courbes rationnelles sur X est dite complete
(unsplit en anglais) si H est une variété propre sur C. Elle est dite presque complete
(generically unsplit en anglais) si pour un point général = € e(U), la variété

H, =n(e ' (z)={[(]e H, v €/}
est propre sur C.

Remarque 5.2.10. Soit H une famille de courbes rationnelles sur X et W C
Chow(X') son image par le morphisme naturel RatCurves"(X) — Chow(X). Si W
n'est pas fermé, et si Y. m;[C;] € W \ W alors pour tout 4, C; est une courbe
rationnelle d’apres [Kol96, Proposition 11.2.2].

On en déduit qu'une famille de courbes rationnelles de degré minimal (relati-
vement a un diviseur ample A fixé) est complete. De méme, une famille dominante
de courbes rationnelles de degré minimal parmi les familles dominantes de courbes
rationnelles sur X est dominante et presque complete (voir [Kol96, Theorem IV.2.4]).

Par conséquent si X est un variété uniréglée, il existe toujours sur X une famille
dominante et presque complete de courbes rationnelles. En revanche, une famille
dominante et complete de courbes rationnelles n’existe pas en général.

Pour décrire une courbe rationnelle dans une variété lisse X il est souvent utile
d’étudier la restriction de T'x a la courbe en question. On rappelle que tout fibré
vectoriel sur P! est une somme directe de fibrés en droites d’apres un théoréme de
Grothendieck (voir [OSS80, Theorem 2.1.1]). Dans le cas ou la courbe est le membre
général d’une famille presque complete, on a le résultat suivant.

Proposition 5.2.11. [Kol90, Corollary IV.2.9] Soient H une famille dominante
presque compléte de courbes rationnelles sur X, [(] € H élément général, et { = P!
la normalisée de . Alors

TX|E =0Op(2)® OP1(1)@d D (f)]gln*dfl’

avecn :=dim(X) et d:= —Kx - — 2.
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5.3 Quotient rationnellement connexe

On présente maintenant la notion de quotient rationnellement connexe associé
a des familles dominantes de courbes rationnelles, qui aura un role central dans les
démonstrations des théoréemes de caractérisation3let 4l Cette notion a été introduite
par Campana et par Kollar, Mori, et Miyaoka afin de prouver la connexité rationnelle
des variétés de Fano (voir [Ca92] et [KMM92h]).

Définition 5.3.1. Soient X une variété projective, Y une variété quasi-projective
et m: X --» Y une application rationnelle. On dit que 7 est presque réguliere s’il
existe des ouverts denses Xo C X et Yy C Y tels que la restriction 7y : Xy — Y, de
m a Xy soit propre et surjectif.

Définition 5.3.2. Soient Hy,..., H; des familles dominantes de courbes ration-
nelles sur une variété projective X. Pour tout ¢ on note H; I'adhérence de I'image
de H; dans Chow(X). Deux points z,y € X sont dits (Hy, ..., Hy)-équivalents s’ils
peuvent étre reliés par une chaine connexe de 1-cycles appartenant a la réunion
HyU---UH;.

Les classes d’équivalence pour cette relation d’équivalence ne sont pas nécessai-
rement fermées, donc il n’existe pas de structure de variété algébrique sur ’ensemble
des classes d’équivalence faisant de I'application naturelle de X sur cet ensemble
un morphisme de variétés algébriques. Cependant le résultat suivant montre que la
classe d’équivalence d’un point général de X est fermée.

Théoreme 5.3.3. [Ca92/, [KMM92d] Soit X une variété projective lisse. Il existe
une variété quasi-projective normale Y et une application rationnelle presque ré-
guliere m : X --» Y dont les fibres générales sont des classes de (Hy, ..., Hy)-
équivalence. De plus m: X --» Y est unique a équivalence birationnelle pres.

St Xog C X et Yy CY sont deuxr ouverts denses tels que la restriction my :
Xo — Yy de m a Xq soit propre et surjectif, on appelle 7y : Xo — Yy le quotient
(Hy, ..., Hy)-rationnellement connexe de X, ou quotient (Hy, ..., Hy)-rc de X. On

dit que X est (Hy, ..., Hy)-rationnellement connexe si Yy est réduite a un point.
Dans le cas ot les familles Hy, ..., Hy considérées sont completes, il est possible
d’en dire plus sur ce quotient (Hj, . .., Hi)-rc. On dispose d’abord d’un critere simple

pour qu’il soit trivial, dans le cas d’une famille seule.

Proposition 5.3.4. [AW01l, Proposition 1.1] Soient X une variété projective lisse
et H une famille dominante et compléte de courbes rationnelles sur X et my : Xog —
Yy le quotient H-rc de X . Alors dim(Yy) = 0 si et seulement si p(X) = 1.

Par ailleurs on peut étendre le quotient (Hi,..., Hy)-rc en codimension un,
toujours sous I'hypothese que les familles Hy, ..., H; sont completes.
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Théoréme 5.3.5. [BCDO7, Proposition 1], [ADKO0S, Lemma 2.2] Soient X wune
variété projective lisse et Hy, ..., Hy des famille dominantes et complétes de courbes
rationnelles sur X. Alors il existe un ouvert Xo de X dont le complémentaire est de
codimension au moins deux, une variété quasi-projective lisse Yy et un morphisme
propre, surjectif et équidimensionnel my : Xg — Yy avec des fibres irréductibles et
réduites, qui est le quotient (Hy, ..., Hy)-rc de X.

5.4 Variété des tangentes associée a une famille
presque complete de courbes rationnelles

Définition 5.4.1. Soient X une variété projective lisse, H une famille dominante
et presque complete de courbes rationnelles sur X, et x € X un point général.
Soient h?x la normalisation de H,, et 7, : h?x -—> IP’(T)*{@) I’application rationnelle
qui a une courbe lisse en x associe sa direction tangente en x. On appelle variété
des tangentes en x associée a H, et on note C,, 'adhérence de 'image de 7, dans
P(T%.)-

Le théoreme suivant exprime le fait qu’une courbe rationnelle correspondant a
un élément général de H, est déterminée de fagon unique par sa tangente au point
x.

Théoréme 5.4.2. [Ke02],[HM0J|] Soient X wune variété projective lisse, H une
famille dominante et presque compléte de courbes rationnelles sur X, et x € X un
point général. Alors l'application rationnelle T, est un morphisme fini et birationnel.

Dans certains cas la variété des tangentes C, encode des propriétés géométriques
importantes de la variété X, c’est le cas par exemple si C', est un sous-espace linéaire
de P(T% ) pour un point général z € X.

Théoréme 5.4.3. [Ar(6], Soient X une variété projective lisse, H une famille
dominante et presque compléte de courbes rationnelles sur X, et x € X un point
général. On suppose que la variété des tangentes en x associée a H est un sous-
espace linéaire de P(Tx ,) de dimension d > 0.

Alors il existe un ouvert Xo C X, une variété quasi-projective lisse Yy, et une
fibration en P? 7y : Xo — Yy tels que toutes les courbes paramétrées par H et ren-
contrant X soient des droites dans les fibres de mg. En particulier cette application
est le quotient H-rc de X.

Si de plus la famille H est compléte, alors on peut choisir 'ouvert X, de sorte
que codim(X \ Xg) > 2.

Ce théoreme a en particulier la conséquence suivante.

Théoreme 5.4.4. [ADKO0S, Proposition 2.7] Soient X une variété projective lisse,
H une famille dominante et presque complete de courbes rationnelles sur X, et
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mo : Xo — Yy le quotient H-rc de X. On suppose qu’il existe un sous-faisceau
F C Tx tel que f*F soit un fibré vectoriel ample pour [f] € H général. Alors en
restreignant X et Yy si nécessaire, Ty : Xo — Yy devient une fibration en P?, pour
un entier d > 1.

5.5 Feuilletages et théoréeme de Miyaoka

5.5.1 Feuilletages

Définition 5.5.1. Soit X une variété lisse. On appelle feuilletage sur X un sous-
faisceau saturé F C T'x qui est intégrable, c’est a dire qu’il est stable par crochet
de Lie. On dit que c’est un feuilletage en courbes si F est de rang un.

Remarque 5.5.2. Si F C T'x est un sous-faisceau saturé, alors le crochet de Lie
induit un morphisme Ox-linéaire de F ® F dans Tx /F, qui est identiquement nul
si et seulement si F est intégrable. Pour que F soit un feuilletage il suffit donc que

Hom(F @ F,Tx/F) =0

Lemme 5.5.3. Soient X une variété lisse, U C X un ouvert non vide et F C T
un sous-faisceau saturé. Alors F est un feuilletage sur X si et seulement si F|y est
un feuilletage sur U.

Démonstration. Soit « : F @ F — Tx/F le morphisme Ox-linéaire induit par le
crochet de Lie. L'ouvert U est dense, et T'x/F est sans torsion, donc a|y est nul si
et seulement si o est nul. O

Définition 5.5.4. Le lieu régulier de F est le plus grand ouvert sur lequel F
et T'x /F sont localement libres, et le lieu singulier de F est son complémentaire.
Comme un faisceau sans torsion sur une variété normale est localement libre en
codimension un, le lieu singulier d’un feuilletage est un fermé de codimension au
moins deux.

Définition 5.5.5. Une feuille de F est un sous-ensemble F-invariant connexe
maximal du lieu régulier de F. Une feuille est dite algébrique si elle est localement
fermée, autrement dit si elle est ouverte dans son adhérence.

On dispose grace au théoreme suivant d'une condition suffisante pour qu'un
feuilletage ait des feuilles algébriques et rationnellement connexes.

Théoréme 5.5.6. |[KSCTO7, Theorem 1], [BM01, Theorem 0.1] Soit X une variété
projective lisse, C C X une courbe complete irréductible, et F C Tx un feuilletage
qui est régulier le long de C. On suppose que la restriction F|c est un fibré vectoriel
ample sur C. Alors pour tout x € C' la feuille de F passant par C' est algébrique, et
st x € C est un point général alors l'adhérence de la feuille de F passant par x est
rationnellement connezxe.
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On termine cette section en définissant une notion de feuilletage en courbe pour
des variétés qui ne sont pas nécessairement lisses, ce qui nous sera utile plus tard.

Définition 5.5.7. Soit X une variété. On appelle feuilletage en courbes sur X
tout quotient inversible 7 : Q}( — @ du faisceau cotangent.

Un feuilletage en courbe défini sur une variété quelconque se releve de maniere
unique en un feuilletage en courbe sur la normalisation de cette variété.

Proposition 5.5.8. [Dr0j, Lemme 1.2] Soient X une variété et n : Q% — Q un
feuilletage en courbes sur X. Soitn : X™ — X la normalisation de X . Il existe alors
une unique application 0, : Q. — n*Q étendant n*n : n*QY — n*Q.

5.5.2 Une généralisation du théoreme de Miyaoka

On commence par rappeler la caractérisation des variétés uniréglées démontrée
par Miyaoka (voir aussi [SB92]).

Théoreme 5.5.9. [Mi87, Corollary 8.6] Soit X une variété projective lisse. Si Q% |c
n’est pas nef, pour toute courbe MR-générale C' C X, alors X est uniréglée.

Remarque 5.5.10. Si U C X est un ouvert dont le complémentaire est de codi-
mension au moins deux, alors une courbe MR-générale est contenue dans U, ce qui
donne un sens a I’énoncé qui suit.

Proposition 5.5.11. Soient X wune variété projective lisse, Xg C X un ouvert
dont le complémentaire est de codimension au moins deuzx, Yy une variété lisse,
et f: Xog — Yy un morphisme équidimensionnel propre et dominant. On suppose
que f*Q%,O|C n’est pas nef, pour toute courbe MR-générale C' C X. Alors toute
compactification projective lisse de Yy est uniréglée.

Démonstration. Soit H un diviseur ample sur X. On note n et p les dimensions
de X et Y respectivement. Soient mq,...m,_; des entiers positifs, et pour tout
ie{l,...,n—1},soit H; € |m;H|. Onpose Z=H,N---NH,_,, Zo=XoNZ, et
on note ¢ : Zy — Z l'inclusion, et g : Zy — Y la restriction de f a Z.

Pour m; suffisamment grand, et pour H; € |m;H| généraux, la variété Z est
lisse de dimension p, le morphisme g : Z; — Y est équidimensionnel, et méme
fini, et C := HyN---N H,_1 C Zy est une courbe MR-générale. Par hypothese le
fibré vectoriel g*Q%/O |c n’est pas nef, donc il admet un quotient de degré strictement
négatif d’apres [La04, Theorem I11.6.4.15]. Par conséquent il existe un sous-faisceau
de g*Ty,|c de degré strictement positif, donc de pente strictement positive.

On note F := i,g*Ty,. Comme codim(Z \ Zy) > 2 ce faisceau est réflexif d’apres
le corollaire [4.1.10] Sa restriction & C' contient un sous-faisceau de pente strictement
positive, on a donc pu(HN;(F|c)) > 0, puisque le premier terme HN;(F|c) de la
filtration de Harder-Narasimhan de F|¢ est le sous-faisceau de F|¢c de plus grande
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pente. Or comme C' est une courbe MR-générale, on a HN,(Fl|c) = HN.(F)|e
grace au théoreme de Mehta-Ramanathan (théoreme [4.2.11]), ce qui entraine que le
faisceau € := HN;(F) est de pente strictement positive.

Soient K une cloture galoisienne du corps de fonctions K(Z,) sur K(Yp), et

h : T — Z la normalisation de Z dans K. On note Ty := h™'(Zy), j : Ty — T
Iinclusion, et hg : Ty — Zy la restriction de h a Ty. On a donc le diagramme
commutatif suivant. .

TO L> T

iho J{h

ZQ ;> Z

ig

Yo

Notons que comme h est fini, on a codim(7"\ Ty) > 2, et le diviseur h*H est ample.
On pose F' := (h*F)*. Ce faisceau est réflexif d’aprés le corollaire [1.1.5] et sa
restriction a Ty est égale a h{g*Ty,. On en déduit grace au corollaire que
F' = Ju(hog Ty, )-

Par ailleurs F’ contient le faisceau (h*E)™ qui est de pente strictement positive
(relativement & h*H). En effet, (h*E)** et h*E sont localement libres en codimension
un et on a

(€)™ - W HP™Y = ¢, (7€) - b B! = deg(h)ey(€) - HP™ > 0.

Ainsi on voit que & := HN;(F’) est de pente strictement positive.

Quitte a remplacer Z et Z, par T et Ty, g par g o hg, et enfin F, £ et H par F,
E" et h*H, on peut donc supposer que K(Zy) D K(Yp) est une extension galoisienne
de groupe de Galois G.

Par unicité de la filtration de Harder-Narasimhan, le faisceau £ est alors invariant
sous 'action de G. Il existe donc un sous-faisceau G de Ty, tel que £ soit isomorphe
a 1,g*G en codimension un. Par ailleurs Y| est lisse et ¢,Oy, est sans torsion, donc
9+Oz, est localement libre en codimension un, ce qui entraine que g est plat en
codimension un. On a donc un isomorphisme en codimension un entre le faisceau
" (Ty,/G) et le faisceau g*Ty,/g*G = (£/F)|z,, qui est sans torsion puisque £ est
saturé dans F. On en déduit que Ty, /G est sans torsion en codimension un. Quitte
a remplacer Z, par un autre ouvert dont le complémentaire est de codimension au
moins deux dans Z, on peut donc supposer que £ = i,9*G, et que G est saturé dans
Ty,.

Comme p(€) > 0, on sait grace a la proposition et au théoreme de Mehta-
Ramanathan que les fibrés vectoriels £|c et € ® € ®@ (F/E)*|c sont amples. Le
morphisme g étant fini on en déduit que les fibrés Glyc) et G ® G @ (Ty,/G)*|g(c)
sont amples, et en particulier que le fibré Hom(G ® G, Ty, /G)|4(c) est anti-ample.
De plus les déformations de g(C) recouvrent la variété Yj, par conséquent on a
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Hom(G ® G,Ty,/G) = 0. On a donc montré que G est un feuilletage.

On a finalement un feuilletage G C Ty, qui est ample en restriction a g(C).
Comme le lieu singulier d'un feuilletage est un fermé de codimension au moins deux,
on peut supposer de plus supposer que G est régulier le long de ¢g(C'). Enfin grace au
lemme [5.5.3] on peut étendre ce feuilletage & une compactification projective lisse Y’
de Yy, et le théoreme [5.5.6| entraine alors que la feuille de ce feuilletage passant par
un point général de g(C') est rationnellement connexe. Ceci démontre en particulier
que Y est uniréglée.

]
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Chapitre 6

Deux théoremes d’annulation

Dans ce chapitre on démontre deux théoremes d’annulation, I’'un concernant le
fibré tangent relatif d’un fibré projectif sur une courbe, et 'autre le fibré tangent
relatif d’'un fibré en quadriques sur une courbe. Avant cela on établit quelques résul-
tats préliminaires, puis on rappelle le théoreme de Campana et Flenner caractérisant
les fibrés vectoriels amples sur une courbe. On rapelle également les caractérisations
des fibrés projectifs et des fibrés en quadriques dues a Fujita.

6.1 Résultats préliminaires

Le premier lemme de cette section décrit les puissances tensorielles d’un fibré
vectoriel apparaissant au milieu d’une suite exacte courte.

Lemme 6.1.1. Soit X une variété, et K, F,G des fibrés vectoriels sur X. On
suppose qu’on a une suite exacte

0—-K—>F5G-—0.

Alors il existe pour tout entier p > 1 une filtration de F®P par des sous-fibrés

vectoriels
Rp __ 0 1 . m m+1
F —FpDFpD DFp DFp =0

ayant la propriété suivante :
Vie{0,...,m}, Jie{0,...,p}, F;/inﬂ e Y

Démonstration. On procede par récurrence sur p. Si p = 1 on obtient la filtration
voulue en posant FY := F, F| := K, et F?:=0.

Si p > 2 on suppose qu'il existe une filtration F'*P~! par des sous-fibrés vectoriels

®p—1 _ 1,0 1 +1 __
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ayant la propriété demandée. En tensorisant la suite exacte

0—-K—-F5LG—0.
par F®P~1 on obtient la suite exacte de fibrés vectoriels

0— K®Fo — F% 5 G FP~! — 0.

On pose alors pour tout [ € {0,...m + 1},

F;l; = (G® F;l;—1)7
et pour tout I € {m+1,...2m + 2},

Fy:=KF !

On notera que pour [ = m + 1 les deux définitions coincident, on a F;”“ =K®
Fer—L,

On a alors si l € {0,...m}
FZ/FI+1 ~ 71(G®F1 )/ -1 G Fl+1 ~ G Fl Fl+1 ~ (7} K®i G®p7i71
p D = p—1 ¥ ( ® pfl) - ®( pfl/ p71> - ® ® )

pour un entier ¢ € {0,...,p — 1}.
Demémesile {m+1,...2m+ 1} on a

F/FN = (KQF, ) /(KQF "= Ke(F P /F ) 2 K K¥ oG,

pour un entier j € {0,...,p — 1}.

On a donc une filtration
® _ 10 1 2m+1 2m+2 _
F*P=F DF, >--DF™" DF™" =0
avec des quotients de la forme voulue. [

On en déduit le résultat suivant.

Corollaire 6.1.2. Soient m : X — Y un morphisme lisse entre deux variétés lisses,
et E un fibré vectoriel sur X. Soit p > 1 un entier tel que

H' (X, T’ ® E) # 0.
Alors il existe un entier i € {0,...,p} tel que

HY(X,TY)y ® (mTy)*" ™" @ E) # 0.
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Démonstration. On a la suite exacte suivante
0—Tx)y —Tx — 7Ty — 0.
Par conséquent d’apres le lemme il existe une filtration de Tf?p QF
TYP@E=F'>F' >.-..DF"D>F" =0

vérifiant que pour tout [ € {0,...,m} il existe i € {0,---p} tel que F'/F'*!
T®/ZY @ (m*Ty)®P~" @ E. Or on a H°(X,F°) # 0, donc il existe un entier I
{0,...,m} tel que H°(X, F'/F'1) # 0, ce qui donne le résultat.

Om IR

Enfin on rappelle le théoreme de Campana et Flenner caractérisant les fibrés
vectoriels amples sur une courbe, qui joue un role essentiel dans les démonstrations
des théoremes d’annulation qui vont suivre.

Théoréme 6.1.3. [CFI0, Theorem] Soit C une courbe projective lisse, et E un fibré
vectoriel sur C'. Alors E est ample si et seulement s’il existe une courbe projective
lisse C', un morphisme fini f : C — C, un fibré en droites M ample sur C et un
entier s > 1 tel que f*E soit un quotient de M®s,

6.2 Premier théoreme d’annulation : fibrés pro-
jectifs

On rappelle d’abord la caractérisation des fibrés projectifs prouvée par Fujita
dans [Fu75].

Proposition 6.2.1. [Fu75, Corollary 5.4] Soient X et Y deuzx variétés quasi-
projectives, et m : X — Y un morphisme propre et plat dont toutes les fibres sont
irréductibles et réduites. On suppose qu’une fibre générale de w est isomorphe a P"
pour un entier v > 1 et qu’il existe un fibré en droites w-ample L sur X, tel que
pour une fibre générale f =P" on ait L|f = Opr(1).

Alors w est un fibré projectif. Plus précisément, si on pose E := m,L on a

(X, L) = (P(E), Opr)(1))-

On peut maintenant démontrer le théoréeme suivant.

Théoreme 6.2.2. Soient C' une courbe projective lisse et E un fibré vectoriel ample
sur C de rang r +1 > 2. Soient m: X = P(E) — C le fibré projectif associé a E et
G un fibré vectoriel nef sur X. Alors

Vp>1, H(X, Ty To ® Op(i)(—p) ® G*) =0
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Démonstration. D’apres le théoreme , il existe une courbe projective lisse C,
un morphisme fini f : C — C, un ﬁbre en droites M ample sur C' et un entier
s > 1 tel que f*E soit un quotient de M®. Quitte & faire le changement de base
C' — C on peut donc supposer qu'il existe un fibré en droites M ample sur C' tel
que E ® M~! soit engendré par ses sections globales.

On en déduit que le fibré en droites N := Op(p)(1)@7* M~ est lui aussi engendré
par ses sections globales. Considérons Z € |N| un élément général du systeme
linéaire sans point base |N|. Il suffira pour obtenir le résultat de montrer que

H(Z, (T} ® Op(y (—p) © G*)|z) = 0.

Procedons par récurrence sur r. Dans le cas ou r = 1, Z est une section de
m: X — C,donc (Tx/c)|z = Nz/x = N|z. Si w7 désigne la restriction de 7 & Z on
a donc

H(Z, (T} ® Op(p)(—p) ® G*)|2) = HY(Z, (1;M" © G|2)) = 0,

car Ty MP ® G|z est ample.

Sir > 2, on a pour une fibre générale f de 7 :

(Z NV f, Opy (1) 2p) = (P77, Opra (1),

donc d’apres la proposition il existe un fibré vectoriel F' de rang r sur C' tel
que

(Z, Op(z) (1)|2) = (P(F), Op(ry (1))

De plus on a la suite exacte suivante
0 — Tz/c — (Tx)c)|z — Nz/x = N|z — 0.
D’apres le lemme il suffira donc de montrer que pour tout ¢ € {0,...,p} on a
H'(Z, Ty @ N|3"™ ® Opry (—p) © G¥)|2) = 0.

ou encore
H(Z,Tgjc @ Opry(—i) ® (1, M7 ® G|2)") = 0.

Sii > 1, le résultat est donné par I'hypothése de récurrence, car 7y MP~' @ G|z
est un fibré vectoriel nef sur Z.

Si i =0, on a encore
H(Z, (myM? @ G|2)*) =0,

car pour toute courbe irréductible C’ C Z non contractée par mz, la restriction de
Ty MP ® G|z a C' est ample. O
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6.3 Deuxieme théoreme d’annulation : fibrés en
quadriques

Définition 6.3.1. On appellera fibré en quadriques un morphisme propre et plat
m: X — Y entre deux variétés quasi-projectives, et dont toutes les fibres sont iso-
morphes a des quadriques irréductibles et réduites (mais pas nécessairement lisses).
On dira qu'un fibré en quadriques est un fibré en quadriques géométrique s’il
existe un fibré vectoriel £ sur Y et un plongement de X dans P(F) au dessus de
Y :
X —— P(E)

N

tel que X soit une hypersurface de P(F) de degré relatif 2. Dans ce cas on note
O)((l) = OP(E)(1)|X

On rappelle la caractérisation des fibrés en quadriques die a Fujita.

Proposition 6.3.2. [Fu75, Corollary 5.5] Soient X et Y deur variétés quasi-
projectives, et m : X — Y un morphisme propre et plat dont toutes les fibres sont
irréductibles et réduites. On suppose qu’une fibre générale de w est isomorphe a une
quadrique et qu’il existe un fibré en droites m-ample L sur X, tel que pour une fibre
générale f = Q, C P on ait L|; = Og,(1).

Alors m est un fibré en quadriques géométrique. Plus précisément, si on pose
E :=m.L on a un plongement de X dans P(F) au-dessus de Y tel que L = Ox(1).

Remarque 6.3.3. Si X et Y sont lisses, et si 7 est équidimensionnel, alors '’hypo-
these de platitude est automatiquement vérifiée d’apres [Gr65, Proposition 6.1.5].

Pour énoncer notre théoreme, il est nécessaire d’introduire quelques notations.

Définition 6.3.4. Soient X une variété normale et F un faisceau sans torsion
sur X. Soient X’ C X le plus grand ouvert sur lequel F est localement libre, et
i : X" < X l'inclusion. Pour tout entier p > 1 on pose FI®Pl := i, [(F|x/)®?].

Soit 7 : X — Y un morphisme entre deux variétés quasi-projectives. On pose
Tx/y = (Q&v/y)*

Théoreme 6.3.5. Soient C' une courbe projective lisse et E un fibré vectoriel ample
sur C de rang r + 2 > 3. Soient



un fibré en quadriques géométrique et G un fibré vectoriel nef sur X. On a alors
¥p>1, HYX, T @ Ox(—p) ® G*) =0

Remarque 6.3.6. Le faisceau T'x/c est localement libre en codimension un, ce qui
donne sens a l'expression T)[S@. En effet les fibres de 7 sont des quadriques irréduc-
tibles et réduites, elles sont donc lisses en codimension un. Ainsi le lieu singulier de

7 est de codimension au moins deux dans X.

De plus la variété X est normale. En effet X est lisse en codimension un d’apres
ce qui précede; c’est par ailleurs une hypersurface dans la variété lisse P(E), donc
une variété de Cohen-Macaulay. Le résultat est donc donné par [Ha77, Proposition
11.8.23].

Démonstration. La démonstration est analogue a celle du théoreme [6.2.2]

On note X’ I'ouvert de X ot1 le morphisme 7 est lisse. Le faisceau (T'x/c)|x =
Tx:/c est localement libre, par conséquent on a (T)@@M X = Tfff'}c. Ainsi, comme

codim(X \ X’) > 2, il suffira de montrer que

HY (X', Tl e @ Ox (=p)|x @ Gl5r) = 0.

Soit A : C' — C un morphisme fini, avec C' une courbe projective lisse. On
considere le changement de base

P(f*E) 21—~ P(E)
L,
C C

On note X := g~ 1(X), X’ := ¢ 1(X'), et @ : X — C la restriction de la projection
P(f*F) — C. Alors 7 est un fibré en quadriques géométrique, 7 est lisse sur Pouvert
X’ et on a 9" Txric = Tx16, et g"Ox(—p) = Oppp)(1)|x-

Grace au théoreme|6.1.3 on peut donc supposer, quitte a faire un changement de
base, qu’il existe un fibré en droites M ample sur C' tel que EQM ! soit engendré par
ses sections globales. Le fibré en droites N := Ox (1) ® m*M~! est alors engendré
par ses sections globales, et on considere Z € |N| un élément général. On pose
7' .= Z N X'. 1l suffira pour démontrer le résultat de voir que

H(Z' (T o © Ox(=p)|x @ G[%)|27) = 0.

On procede par récurrence sur r. Dans le cas ou r = 1, les fibres de 7 sont des
coniques irréductibles et réduites, donc sont lisses. On a donc X = X', et Z = 7'.
De plus (Tx/c)|z = Nz/x = N|z, donc si m; désigne la restriction de 7 a Z on a

H(Z,(Tx}o ® Ox(=p) ® G*)|z) = H(Z, (n;M" ® G|2)") = 0,
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car m, M? @ G|z est ample.

Sir > 2, on a la suite exacte suivante

0 —>T2//C — (TX’/C)|Z/ — NZ//X' =~ NlZ/ —)O

D’apres le lemme il suffira donc de montrer que pour tout ¢ € {0, ...

H(Z', Tg, @ N7 @ Ox(=p)|z © G|3) = 0.

ou encore
HY(Z', TS0 @ Ox (i)l @ (7 M7 & Gl)|;) = 0.

Or on a pour une fibre générale f de 7 :

(Z N f: OX(1)|Zﬁf) = (Qr—ly OQ'rfl(l))7

,p} on a

donc la proposition [6.2.1] entraine que 7z : Z — C est un fibré en quadriques

géométrique, avec Ox(1)|z = Oz(1). Le résultat est donc donné par ’hypothese de

récurrence si i > 1, car 7y MP~' ® G|z est un fibré vectoriel nef sur Z.

Sii=0,ona

HYZ', (7 M @ Glz)|7) = H'(Z, (7;M" ® G2)")

car codim(Z\ Z") > 2. De plus pour toute courbe irréductible C’ C Z non contractée
par 7z, la restriction de 75 MP @ G|z a C' est ample, donc le terme de droite de

I’égalité ci-dessus est nul. On a donc
HYZ' (r;M? ® Gz)|7) = 0,

ce qui acheve la démonstration.
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Chapitre 7

Caractérisation des espaces
projectifs et des quadriques :
démonstrations

Dans ce chapitre on démontre les théoremes 3| et [4] caractérisant les espaces
projectifs et les quadriques. Commencons par quelques préliminaires.

7.1 Reésultats préliminaires

7.1.1 Un résultat sur les les fibrés projectifs sur P!

On commence cette section par un lemme technique sur les fibrés projectifs sur
P!. 11 sera utilisé & plusieurs reprises pour démontrer les théorémes [3] et .

Lemme 7.1.1. Soient E un fibré vectoriel ample de rang r +1 > 2 sur P!, et N
un fibré en droites nef sur P1. On note m : X = P(E) — P! le fibré projectif associé
a E. Soit T := Opi(ag) @ -+ @ Opi(auy,) avec des entiers 2 > ag > ... > Q.
étant donnés deux entiers p,q € N, avec p > 1, on suppose qu’il existe un entier
i€{0,...,p} tel que

H(X, ngpl QT T @ Opy (—p— ) @ T N™1) #£0
Alors E = Opi (1) ®Opi (1), p=2i, ¢ =0, et N = Op1. En particulier X = P! x PL.

Démonstration. Notons d’abord que I’hypothése entraine en se restreignant a une
fibre générale f de ™ que

H(f. T8 ® Op(y(—p — q)l ) # 0.

Comme f = P et Opm)(—p — q)|y = Opr(—p — q), on en déduit que i > 5 (p+q)
d’apres la proposition [4.3.5] En particulier on notera que 2¢ > p.
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Comme E et N sont respectivement ample et nef on peut écrire £ = Opi(ag) @
<@ Opi(a,) avec 1 < ap < -+ < a,, et N = Opi1(n) avec n > 0. Le morphisme
surjectif de faisceaux E — Opi(a,) donne lieu a une section o de la projection
naturelle 7 : X — P! telle que 0*Op(s)(1) = Opi(a,). Notons ¢ U'image de P! par
cette section.

On a la suite exacte
0— O]pl (CLo) D---D Opl(ar_l) — F = Opl(ag) D---D O]pl (CLT) - Opl(ar) i O,

donc Ny/x =2 Opi(a, — ag) @ - ® Op1(a, — ay—1) d’apres le lemme démontré
ci-dessous. Ce fibré vectoriel est nef, on voit donc en particulier que la courbe
rationnelle ¢ est libre : ses déformations dominent la variété X.

On a donc
HO(¢, (Tff/ipl @ T T @ Oppy(—p — q) @ T*N~1)|y) # 0. (7.1)
Comme / est I'image de P! par une section de 7 : X — P!, on a
(Tx/p1)|e = Nyyx = Opi(ar — ao) @ -+ @© Opi(a, — a,_1).

Par ailleurs on a 77|, = Op1 (o) @ - - - @ Op1 (), Op(iy(1)]¢ = Opa(ay), et 7N, =
O]pl (n)

La non-annulation ([7.1]) entraine donc que
(ar — ao)i+ ao(p — i) + ar(—p—¢q) —n =0,
et comme ag < 2on a
(a, —ag)i+2(p—i)+a.(—p—q) —n >0, (7.2)

d’ou
(a, — ag)i+ 2(p — i) —ap > 0.

On en déduit d'une part que ¢ < p, car
2(]9 - Z) > arp — (ar - aJO)i = ar(p - 2) + aOi > 07

et d’autre part que (a, — ag)i — (a, — 1)p > 0, car 2i > p.

Comme ag > 1 on a donc
(ar — 1)(i — p) > (a, — ag)i — (a, — 1)p > 0,
d’ott a, — 1 < 0 puisque i —p < 0. On a donc

Cl():al:"':arzl.
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En tenant compte de cette information, I'inégalité (7.2) donne alors
p=2i et q=n=0.

Par ailleurs comme ¢ > = (p + ¢), on doit avoir r = 1. Finalement on a N = Op
et £ = Opl(]_) D Opl(l)
(]

Lemme 7.1.2. Soient Y une variété lisse, E un fibré vectoriel surY, et w : P(E) —
Y le fibré projectif associé€ a E. Soient L un fibré en doites, E — L une surjection, et
o:Y — P(E) la section de T associée a cette surjection, telle que o*Opgy (1) = L.
On note Y' := o(Y) et K := ker(E — L). Alors le fibré normal de Y' dans P(FE)
est isomorphe a K* ® L.

Démonstration. Comme Y’ est 'image de Y par une section de 7 on a
Ny pey = (Tem)v) |y (7.3)
Par ailleurs on a la suite exacte d’Euler
0 — Oppy — ™ E" @ Opg) (1) = Tpyy — 0.
En tensorisant par Op(g)(—1), puis en appliquant ¢* on obtient la suite exacte
0 — 0" Opp)(—1) = o" 1" E* — 0Ty )y @ 0" Opg)(—1) — 0,
ce qui entraine, puisque 7o o =idy et 0*Opg)(1) = L, que I'on a la suite exacte
0—L'—FE — o TeE)y )y ® Lt —=o0.
Par définition K = ker(F — L), donc on a une suite exacte
0— L' FE — K" —0,

ce qui donne un isomorphisme o*Tpg)y @ L™ = K*. Enfin grace a isomorphisme
(7.3) on obtient que
Ny//]p(E) ~“K*"® L.

7.1.2 Un résultat sur les surfaces réglées

Comme on I’a vu dans l'introduction, la démonstration de la proposition qui
suit constitue une étape importante pour prouver le théoréme 3|

Proposition 7.1.3. Soit 7 : S — C une surface réglée, avec C une courbe projective
lisse. On note f une fibre de w. Si L est un fibré en droites nef et grand tel que
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L - f =2, alors pour tout p > 1
HO(S, TSP @ L) = 0.

Démonstration. On suppose par absurde que H(S, T?p ® L7P) # 0. D’apres le
corollaire il existe alors un entier ¢ € {0,...,p} tel que

H(S, Tg)e @ (m*To)P™ @ L7P) # 0. (7.4)

On écrit S = P(E), avec E un fibré vectoriel de rang deux normalisé (voir
[Ha77, 2.8.1]). On note e = deg(det E*). Soit Cy I'image d’une section de 7 telle
que Og(Cy) = Oppy(1). On a CF = —e, et Cy - f = 1. Comme L - f = 2, on a
L = Opg)(2) @ 7 A avec A € Pic(C). De plus L étant nef et grand on a L? > 0,
donc (2C, + deg(A)f)? = 4(—e + deg(A)) > 0.

Par ailleurs d’apres [Ha77, Lemma V.2.10] on a Ts/c = Opp)(2) ® 7*(det E¥),
donc on a d’apres

H(S, Op(gy(2i — 2p)) @ 7 (det(E) " @ TS @ A7) # 0.

On en déduit que 2i — 2p > 0, d’ot1 7 = p. On a alors

HO(S,T5h, @ L77) = HO(S,*(det(E)? @ AP))
>~  [O(C, (det(E) @ A)P).

Or le faisceau (det(E) @ A)~P est de degré —p(—e + deg(A)) < 0, donc n’a pas de
section non nulle, et on a une contradiction. O

7.2 Démonstration du théoréeme (4

On démontre maintenant la caractérisation de ’espace projectif suivante.

Théoréme. (= Théoréme Soient X une variété projective lisse complere de
dimension n > 1, et L un fibré en droites ample sur X. Sotent p > 1 et k > p deux
entiers. On suppose que

HY X, TP @ L") #0
Alors X = P", L= Opa(1), et k < (%) p.

Démonstration. On procede par récurrence sur n. Si n = 1, on voit facilement que
X 2Plet L2 Op(1).

Sin > 2, X est uniréglée d’apres le théoreme de Miyaoka (théoreme [5.5.9).
Soit H C RatCurves"(X) une famille dominante et presque compléte de courbes
rationnelles sur X. Soit [g] € H un élément général, on peut alors écrire ¢g*Tx =

Op1(2) ® Op (1) @ Oﬁ?{i/ avec d,d" > 0 d’apres la proposition |5.2.11} Par ailleurs
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L étant ample on a g*L = Opi (1) avec | > 1. Comme H(X,T5? @ L™%) # 0 on
a2p— Ik >0, on en déduit que [ = 1 car k£ > p par hypothese. Par conséquent
g*L = Opi(1), et H est complete puisqu’elle est de degré minimal relativement a L.

La premiere étape consiste & montrer que X a un nombre de Picard p(X) égal
a 1. Supposons par 'absurde que p(X) > 2. On considere 7 : X — Yj le quotient
H-rc de X, ou X est un ouvert dense de X. On a alors dimYy > 1 d’apres la
proposition [5.3.4 Quitte & remplacer Y, par un ouvert plus petit, on peut supposer
que Yy et o sont lisses.

Le corollaire entraine l'existence d’un entier ¢ € {0,...,p} tel que
H"(Xo, T 1y, @ (m5Tyy) ™' @ LIt) # 0. (7.5)
En restriction a une fibre f de my on obtient donc :
HO(f,TF @ L|7*) # 0

On remarque d’abord que ceci implique que ¢ > 1. De plus, comme dimY, > 1
on a d := dimf < n, donc 'hypothese de récurrence entraine que f = P? et
L|f = Opa(1). Si on pose E := mo,(L|x,), on a donc Xo = P(E) et L|x, = Opmy(1).
De plus d’apres le théoreme on peut supposer que codim(X \ Xy) > 2 puisque
la famille H est complete.

Soit Y une compactification projective lisse de Yy. Montrons par ’absurde que Y’
est uniréglée. Si ce n’est pas le cas, alors la proposition [5.5.11]entraine que pour une
courbe MR-générale C' C Xy, le fibré vectoriel WSQ%/O|C est nef. Soient ¢ : C' — Y
la restriction de my a C', et E¢ := ¢*E. On considere le changement de base

Le fibré vectoriel sur P(E¢)
G 1= (P Q) @97 (Llx,) "

est nef (en fait il est méme ample) car ¢* 75y, est nef et *(L|x,) est ample. Par
ailleurs grace a la non-annulation ([7.5)) on a

HY(P(Ec), v (Tx, v, ® (m5Tv) ™~ @ Lix)) # 0.

d’ou
HY(P(Ec), Tg ey 0 @ Opse) (—i) @ G*) # 0.
On obtient donc une contradiction avec le théoreme [6.2.2]

La variété Y est donc uniréglée. Soit H' C RatCurves™ (YY) une famille dominante
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et presque complete de courbes rationnelles sur Y. Comme 7, est une fibration en
P?, on peut trouver sur X une famille dominante de courbes rationnelles H” C

RatCurves" (X)) telle que pour une courbe générale [¢(] € H” on ait [WO(E N Xo)} €
H'. Etant donné que codim(X \ X;) > 2, on a ¢ C X, pour [(] € H" générale d’apres
la proposition [5.2.8, donc une courbe générale de la famille H' est entierement
contenue dans Yj.

Soit [h] € H’' un élément général, on peut alors écrire h*Ty, = Op(2) @
Op(1)%¢ @ ng/ avec e, e’ > 0 d’apres la proposition Notons Z := P(h*E),
et considerons le changement de base suivant.

ZHXO

i" |

Pl *h> }/0
Comme [h] € H' est un élément général, on déduit de ([7.5) que

HY(Z, T?;Pl ® p* (W Ty, )" @ Opyepy(—k)) # 0.

Enfin en appliquant le lemme[7.1.TJon obtient k = p, ce qui contredit nos hypotheses.
On a donc p(X) = 1. D’apres le lemme[1.2.14] Ty contient un sous-faisceau sans
torsion F tel que p(F) > @. Le faisceau F est localement libre en codimension
un, donc pour un élément général [g] € H, g*F est un fibré vectoriel d’apres la
proposition [5.2.8 De plus on a
deg(g"F) _ deg(g"L*) _ &

-2,
rg(F) p p

Comme g*F est un sous-faisceau de g*Tx = Op1(2) @ Op1 (1)#? @ 05 on en déduit
que ¢g*€ est ample. D’apres le théoreme[5.4.4], on peut supposer que le quotient H-rc
Ty« Xg — Yy de X est une fibration en P" pour un entier n > 1, d’'ou X = P"
puisque p(X) = 1. Enfin on en déduit facilement que L = Opn(1), et I'inégalité
k< (”TH) p résulte de la proposition . [

7.3 Démonstration du théoréeme 3l

La premiére étape consiste & montrer que sous les hypotheses du théoréme 3}, une
famille dominante et presque complete de courbes rationnelles sur X est complete.

Proposition 7.3.1. Soient X wune variété projective lisse de dimension n > 2,
L un fibré en droites ample sur X. On suppose qu’il existe un entier p > 1 tel
que HO(X, TP @ L7) # 0. Si H C RatCurves™(X) est une famille dominante et
presque compléte de courbes rationnelles sur X, alors H est de degré 1 relativement
a L, et en particulier H est compléte.
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Remarque 7.3.2. Sous les hypotheses du théoreme, la variété X est uniréglée
d’apres le théoréme de Miyaoka (théoreme [5.5.9), ce qui justifie 'existence de la
famille dominante H.

Démonstration. Soit [(] € H un élément général et £ = P! sa normalisée. On a alors
Tx|; =2 T;® Op: (1)% @ (’)S?ld/ pour des entiers d,d’ > 0, avec T; = Op1(2) d’apres la
proposition . Comme H°(Z, (Tx|;)®" @ (L|;)7") # 0, on a un morphisme non
nul de faisceaux :

a: (Ll — (Tx[p)®".

Comme (Tx|;)®? = Op1(2p) D, Op1 (a;) avec des entiers a; < 2p, le degré de (L|;)?
est inférieur ou égal a 2p. De plus L est ample, deux cas peuvent donc se présenter :
soit L|; = Op1(1) (auquel cas H est complete car de degré minimal relativement a
L), soit L|; = Op1(2).
On va montrer que le deuxieme cas est exclu : supposons par I'absurde que
~ TP

L|; 2 Op(2). On a alors pour = € £ général Tma, = 77, et on en déduit en

particulier que 7; . ne dépend pas de la courbe générale { passant par .

On considere m : U — H la famille universelle associée a H, et e : U — X
le morphisme naturel. On a un morphisme de faisceaux e*Q}, — €, induit par
la différentielle de e, qui composé avec la surjection €, — €, i donne un mor-
phisme e*Q} — Qz&/H' Comme Hom(e*Qk,Q}J/H) >~ Hom(QY, G*Q}J/H) on a donc
un morphisme

0y — e*Qi,/H.

Notons F l'image de ce morphisme. Soit x € X un point général, on note U, =
e !(x). On a alors un isomorphisme

e*Qi{/H @ k(r) = Ho(ux’ Qi{/H‘Mz)-

Si w € Q% @ k(z), alors l'image de w par ¢, : Q% ® k(z) — HO(L{x,Qi{/me)
s’identifie & l'application qui & u € U, associe (w o due)|Tu/H®k(u). Or dye(Ty/m ®
k(u)) = T; @ k(x) est engendré par un vecteur v, qui ne dépend pas de la courbe
générale 1 passant par . On a donc

v (W) =0 & w(v,) =0,

ce qui entraine en particulier que le faisceau F est de rang un. Si G est la saturation
du faisceau F* dans Ty, alors G est de rang un, et il est réflexif d’apres le corollaire
[4.1.7 C’est donc un faisceau inversible d’aprés la proposition [4.1.11] De plus d’apres
ce qui précede si z € X est un point général, et si £ est la normalisée d’une courbe
générale de la famille H passant par x, alors on a G, =15 .

On a construit de cette maniere un feuilletage en courbes G C Tx sur X dont
les feuilles sont les courbes de la famille H. De plus on a IL” C G? C Tf?p . En effet
pour z € X général on a LP = GP, donc le morphisme naturel LP — T%? /GP est nul
sur un ouvert dense, et T' f?p /GP étant sans torsion ce morphisme est identiquement
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nul. Enfinona G- = L-f =2 : en effet on a d’'une part G-¢ < 2 car G|; — Tx|; =
Opi (2) ® Op (1)®? @ 05, et d’autre part GP - £ > L7 - { = 2p.

Le but de ce qui suit est d’obtenir une contradiction en se ramenant au cas d'une
surface lisse. On rappelle qu’on a le diagramme commutatif suivant (voir théoreme

5.2.4).

n
P! x Hom{fir(ﬂ”l,m X (7.6)

| |

Hom{, (P!, X) RatCurves"(X)

u

Soit T la normalisée d'une courbe irréductible contenue dans ' (H) et non contrac-
tée par u (une telle courbe existe car dim(X) > 2), et soit C' une compactification
projective lisse de T'. On peut choisir la courbe C' de sorte que ¢g(C) > 1. Le mor-
phisme g induit une application rationnelle

PlxC-2>XxC.

On note S C X x C l'adhérence de I'image de o, p: X xC — Xetq: X xC — C
les deux projections. Par construction de G, si ¢ est la normalisation d’une courbe
générale [¢| € H I'application composée

I/ T} — Qxl; — G7';
est identiquement nulle. L’application composée
Is/T5 — Qxcls = p Qs ® ¢ Qels — p Qs — PG s

est donc nulle sur un ouvert dense de S, et comme le faisceau p*G~!|g est sans
torsion, elle est identiquement nulle. I1 existe donc une factorisation

Q% cls p*G7 s

~

05

On obtient un feuilletage en courbes Q0 — Gg' := p*G~!|g sur la surface S. On
notera dans la suite Lg := p*L|s. Comme L est ample et p|s est génériquement fini,
Lg est nef et grand. On remarque de plus que 'on a LY € G%. Si f est une fibre
générale de q|g, la restriction de p a f est birationnelle sur son image, que ’on note
C’ et on a

Ls-f=(Lls) f=L-C =2

On a donc également Gg - f = 2.
Soit n : S — S la normalisation de S. D’aprés la proposition [5.5.§] il existe un
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unique feuilletage Qf, — n*G;1 sur S’ qui étend n*Qy — n*G;l. De plus d’apres
[BWT4, Proposition 1.2], il existe une désingularisation d : S — S’ de S’ telle que
'on ait un isomorphisme naturel d,Ts—(25,)*. On en déduit qu’il existe un unique
feuilletage Q% — d*n*G;1 sur S qui étend d*QY, — d*n*G;l. Notons Gg := d*n*Gyg,
Ls:=d'n*Lg, pg:=ponod:S — Xetqgs:=qonod:S — C. Le morphisme
n o d étant génériquement fini, le fibré Lg est encore nef et grand.

En résumé, on a fabriqué un feuilletage Gg C Tg sur la surface lisse S, et un
fibré en droites nef et grand Lg tels que L% C G%. On a donc

HO(S,TS" @ L") # 0.

De plus pour f = P! une fibre générale de gg on a Lg- f = G5 - f = 2.
Supposons que S n’est pas minimale, et considerons € : S — S; la contraction

d’une (—1)-courbe. La (—1)-courbe contractée ne domine pas C' car g(C) > 1, elle
est donc contenue dans une fibre de gg, et on a une factorisation :

Il existe un fibré en droites Ly sur S; et un entier k tel que Lg = £*L(—kE),
ou l'on a noté FE le diviseur exceptionnel de €. Si f est une fibre générale de ¢, on
a Ly- f =2 Comme Lg est nef, on a k > 0, et Ly est nef. De plus comme Lg est
grand on a L% = L} — k* > 0, d’ott L} > 0, donc Ly est grand.

On a une injection T — €*Ts, donc
H(S,e*Tg? ® * L @ Og, (pkE)) # 0,
et comme £,035(pkE) = Og, on en déduit que
HO(51,Tg" @ L") # 0.
On peut donc supposer que S est minimale, et que
H(S,T§" © L") # 0,

ce qui contredit la proposition (7.1.3]) et termine la démonstration.

On est maintenant en mesure de démontrer le théoreme principal.

Théoréme. (= Théoréme @ Soient X une variété projective lisse compleze de
dimension n > 1, et L un fibré en droites ample sur X. Soit p > 1 un entier. On
suppose que

HOX,T¥P @ L7P) # 0.
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Alors ou bien (X, L) = (P!, Op1(2)), ou bien (X, L) = (P, Opn(1)), ou bien (X, L) =
(Qn, O, (1)), ot Q,, C P**! est une quadrique lisse de dimension n.

Démonstration. On procede par récurrence sur n. Si n = 1, on voit facilement que
X 2Plet que L= Opi(1) ou L = Opi(2).

Sin > 2, X est uniréglée d’apres le théoreme de Miyaoka (théoreme .
Soit H C RatCurves"(X) une famille dominante et presque compléte de courbes
rationnelles sur X. D’apres la proposition [7.3.1 H est de degré 1 relativement a L,
donc H est complete.

Si p(X) =1, on a vu que le résultat est déja connu grace a [ADKO0S]. On suppose
donc p(X) > 2, le but de ce qui suit étant de démontrer que X = P! x P!,

Considérons my : Xg — Yy le quotient H-rc de X, on a dimY, > 1 d’apres la
proposition [5.3.4l Quitte a remplacer Y, par un ouvert plus petit, on peut supposer
que Yy et g sont lisses. D’apres le corollaire il existe ¢ € {0,...,p} tel que

H"(Xo, T, )y, ® (m5T3)*" ™" @ LI,) # 0.
En restriction a une fibre f de 7y on obtient donc :
HO(f.T7" @ L[;") # 0

e Premier cas : i = p
Montrons que ce cas est impossible. On a

H®(Xo, Tyt )y, @ LIXY) # 0

et
H(f, T7" @ LI ;") # 0,

donc par hypothese de récurrence f = P? ou f = Q, pour un entier d > 1. De plus
d’apres la proposition le cas ou f = P! et L|; = Op1(2) est exclu, on a donc
Ll = Opa(1) ou L|; = Oq,(1).

Dans le cas ou f =2 P? m, : Xy — Y; est un fibré projectif, et on peut supposer
d’apres le théoreme [5.4.3 que codim(X \ Xj) > 2 puisque la famille H est compléte.
Notons C' la normalisation d’une courbe complete passant par un point général de
Yo, et X¢ = Xy Xy, C. Soient m¢ : X¢ — C' la projection naturelle et Lo le
tiré en arriere a X du fibré L. Il existe alors un fibré vectoriel Eq sur C' tel que
Xo =2 P(Ee) et Lo = Opgy(1), et on a

H(Xe, T o ® L") #0,

ce qui entre en contradiction avec le théoreme |6.2.2]

Dans le cas ou f = @4, d’apres le théoreme [5.3.5| on peut étendre 7y en un
morphisme propre, surjectif et équidimensionnel 7’ : X’ — Y’ avec des fibres irré-
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ductibles et réduites, et codim(X \ X') > 2.

Soit C' la normalisation d’une courbe complete passant par un point général
de Y, et soit X¢ := X' Xy C. On note 7 : X¢g — C' la projection naturelle,
et Lo le tiré en arriere a X¢o du fibré L. Si fo est une fibre générale de mo, on

a (fo,Lels.) = (Qa, Og,(1)).D’apres la proposition [6.3.2) m¢ est donc un fibré en
quadriques géométrique, or on a

HO(X07 T;(ip}c ® Lg’p) 7£ 07

ce qui contredit la conclusion du théoréme

e Deuxiéme cas : © < p

Dans ce cason a f & P4 et L|; = Opa(1) d’apres le théoreme . Si F = mo.(L|x,)
on a alors Xo =2 P(E) et L|x, = Opg)(1). De plus d’apres le théoreme on peut
supposer que codim(X \ Xy) > 2 puisque la famille H est compléte.

De méme que dans la démonstration du théoréme [] on peut voir que si Y est
une compactification projective lisse de Yj, alors Y est uniréglée, et qu’il existe une
famille dominante et presque complete de courbes rationnelles K sur Y telle qu'une
courbe générale de la famille K soit entierement contenue dans Yy. Si [g] € K un
élément général, si Z, := P(g*F), et si p, : Z, — P! est la projection naturelle on a

HYZ, T 151 @ py(9"Ty, )"~ @ Obg-)(—p)) # 0.

Par conséquent le lemme entraine que ¢*F = Opi(1) ® Op:1(1), et que Z, =
P! x PL. En particulier on note que le quotient H-rc my : Xy — Yj est un fibré en
P!,

On définit alors une famille dominante de courbes rationnelles H' sur X en
prenant toutes les droites horizontales dans Z, = P! x P! (c’est a dire les droites
non contractées par p,), pour [g] général dans H. Cette famille est complete car elle
est de degré 1 relativement a L : en effet on a L[z, = Opi,p1(1,1). En appliquant
le méme raisonnement que ci-dessus a la famille H', on voit que le quotient H'-rc
7y : X, — Yy est un fibré en P

Ceci entraine que la fibre générale du quotient (H, H')-rc de X, que l'on note
¢: X" — Y’ estisomorphe a P! x P!,

On peut supposer, quitte a réduire Y', que Y’ et ¢ sont lisses. Une nouvelle
application du corollaire entraine l'existence d'un entier j € {0,...,p} tel que

H (X', Ty, @ (" Ty )" @ LIY) # 0.
Si f' = P! x P! est une fibre générale de ¢ on a donc

H(f'. T;7 © L|;") # 0.
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On a donc j = p d’apres le théoreme [d] d’ou
HY(X', Tty ® LI #0.

D’apres le théoreme [5.3.5) on peut étendre ¢ en un morphisme propre, surjectif et
équidimensionnel ¢” : X” — Y” avec des fibres irréductibles et réduites, ou X" est
un ouvert de X dont le complémentaire est de codimension au moins deux, et ou
Y est lisse.

Supposons que dim Y” > 1. On considere alors la normalisation C' d’une courbe
compleéte passant par un point général de Y, et on pose X¢ := X” xy» C. On
note ¢c : X¢ — C' la projection naturelle et Lo le tiré en arriere a X du fibré
L. Si fc est une fibre générale de ¢¢, on a (feo, Le|s.) = (Q2,Og,(1)). D’apres la
proposition [6.3.2, ¢¢ est donc un fibré en quadriques géométrique, or on a

H(Xe, Til)o ® L") #0,

ce qui contredit cette fois encore le théoreme [6.3.5. Y est donc réduit a un point,
etona X QP! x P

]
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RESUME

Dans cette these, on étudie comment la positivité du fibré tangent d’'une variété pro-
jective complexe influence la géométrie de la variété sous-jacente. Dans la premiere
partie, on étudie les variétés (principalement les surfaces) dont le fibré tangent est
pseudo-effectif. Dans la deuxiéme partie on montre que pour un entier strictement
positif p, si la puissance tensorielle p-eme du fibré tangent d’une variété projec-
tive contient la puissance p-eme d’un fibré en droites ample, alors la variété est
isomorphe a un espace projectif ou a une quadrique.

ABSTRACT

In this thesis, we study how the positivity of the tangent bundle of a complex
projective variety influences the geometry of the underlying variety. In the first
part, we study varieties (mostly surfaces) whose tangent bundle is pseudo-effective.
In the second part we show that for a positive integer p, if the p-th tensor power of
the tangent bundle of a projective variety contains the p-th power of an ample line
bundle, then the variety is isomorphic to a projective space or a quadric.
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