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Introduction

Soit X une varieÂteÂ compacte kaÈhleÂrienne dont le reveÃtement universel ~X est iso-
morphe au produit

Q
i A I

Ui de varieÂteÂs complexes lisses et sur lequel le groupe p1�X � agit

diagonalement. La deÂcomposition T ~X �
L
i A I

p�i TUi
induit alors une deÂcomposition de TX en

somme directe de sous-®breÂs inteÂgrables. Ce travail contribue aÁ l'eÂtude de l'assertion reÂ-
ciproque et compleÁte les reÂsultats deÂjaÁ obtenus par Beauville ([B1]):

TheÂoreÁme 1. Soient X une varieÂteÂ projective lisse de dimension nZ 1 dont le ®breÂ

tangent est totalement deÂcomposeÂ et TX �M1 l � � � lMn ladite deÂcomposition. On sup-

pose que les ®breÂs
L
i A I

Mi sont inteÂgrables, pour tout ensemble d'indices I H f1; . . . ; ng. Le

reveÃtement universel ~X de X est alors produit de surfaces de Riemann et la deÂcomposition de

TX est induite par la deÂcomposition canonique de T ~X .

Rappelons qu'une varieÂteÂ projective lisse est dite minimale si KX est numeÂriquement
e¨ectif.

TheÂoreÁme 2. Soit X une varieÂteÂ projective lisse minimale de dimension nZ 1 dont le

®breÂ tangent est totalement deÂcomposeÂ. Le reveÃtement universel ~X de X est alors produit de

surfaces de Riemann et la deÂcomposition de TX est induite par la deÂcomposition canonique de
T ~X .

Nous deÂmontrons ces reÂsultats en exhibant une ®bration lisse de X munie d'une con-
nexion inteÂgrable compatible aÁ la deÂcomposition de TX .

Remerciements. Je tiens aÁ exprimer toute ma gratitude aÁ Arnaud Beauville pour
m'avoir soumis ce probleÁme et pour l'aide qu'il m'a apporteÂe.



DeÂmonstration des theÂoreÁmes

Lemme 1 ([B1], lemme 3.1). Soient X une varieÂteÂ lisse et E un facteur direct de TX .
La classe d'Atiyah at�E� A H 1

ÿ
X ;W1

X nEnd�E�� provient de H 1
ÿ
X ;E �nEnd�E��. En

particulier, tout eÂleÂment de H r�X ;Wr
X � donneÂ par un polynoÃme en les classes de Chern de E

est nul, pour r strictement plus grand que le rang de E.

Corollaire 1. Soient X une varieÂteÂ projective lisse de dimension nZ 1, E un facteur
direct de TX de rang 1 et C HX une courbe rationnelle irreÂductible. Alors deg�EjC� � 0 ou

deg�EjC�Z 2.

DeÂmonstration. Soit P1 !v C la normalisation de C. Supposons deg�EjC�Y 1; le
groupe de cohomologie H 1�P1;E �jP1� est donc nul. ConsideÂrons le diagramme commutatif:

H 1�X ;E �� ���! H 1�X ;W1
X �???y ???y

H 1�P1;E �jP1� ���! H 1�P1;W1
P1�:

L'eÂleÂment c1�E� A H 1�X ;W1
X � provient de H 1�X ;E �� (lemme 1); son image

c1�EjP1� � deg�EjC�

dans H 1�P1;W1
P1� est donc nulle, ce qui prouve le corollaire.

Corollaire 2. Soient X une varieÂteÂ projective lisse de dimension nZ 1 dont le ®breÂ

tangent est totalement deÂcomposeÂ et P1 !v X un morphisme non constant. Alors X n'est pas

minimale.

DeÂmonstration. Ecrivons v�TX � OP1�a1�l � � � lOP1�an� avec a1 Z � � � Z an Z 0

(corollaire 1). L'application tangente TP1 !dv
v�TX eÂtant geÂneÂriquement injective, on a

a1 Z 2. On en deÂduit deg�v�KX �Yÿ2 et X n'est donc pas minimale.

Soit X une varieÂteÂ projective lisse complexe. Le produit d'intersection entre 1-cycles et
diviseurs met en dualiteÂ les deux espaces vectoriels reÂels N1�X� � �f1-cyclesg=1�nR et
N 1�X � � �fdiviseursg=1�nR , ouÁ 1 deÂsigne l'eÂquivalence numeÂrique. Soit

NE�X �HN1�X�

le coÃne engendreÂ par les classes des 1-cycles e¨ectifs. Une raie extreÂmale est une demi-droite
R dans NE�X �, adheÂrence de NE�X � dans N1�X �, veÂri®ant KX :R

� < 0 et telle que pour
tout Z1;Z2 A NE�X�, si Z1 � Z2 A R alors Z1;Z2 A R ([M2]). Une courbe rationnelle

extreÂmale est une courbe rationnelle irreÂductible C0 telle que R��C0� soit une raie extreÂmale
et telle que ÿKX :C0 Y dim X � 1. Si X est une varieÂteÂ projective lisse non minimale alors X
contient une courbe rationnelle extreÂmale ([M2], thm. 1.5). La longueur de la raie extreÂmale
R est ([W]):

l�R� � inffÿKX :C jC �etant une courbe rationnelle et C A Rg:
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L'eÂtude des courbes rationnelles extreÂmales sur les varieÂteÂs dont le ®breÂ tangent est
totalement deÂcomposeÂ fait l'objet du:

Lemme 2. Soit X une varieÂteÂ projective lisse non minimale de dimension nZ 1 dont le

®breÂ tangent est totalement deÂcomposeÂ. Il existe alors un reveÃtement eÂtale ®ni Z ! X tel que
Z soit un ®breÂ en droites projectives pour la topologie eÂtale.

DeÂmonstration. Soit R � R��C0� une raie extreÂmale engendreÂe par une courbe ra-
tionnelle C0 telle que l�R� � ÿKX :C0. Notons P1 !v0

C0 la normalisation de C0. Les hy-
potheÁses faõÃtes entraõÃnent la lissiteÂ du scheÂma Hom�P1;X � (corollaire 1). Soit

V HHom�P1;X�

la composante connexe (de dimension l�R� � n) contenant le point v0. Le groupe

G � PGL2�C�

agit de manieÁre naturelle sur V par la formule g:v � vgÿ1. Soient Chow�X� la varieÂteÂ
projective parameÂtrant les 1-cycles e¨ectifs et V !a Chow�X � le morphisme naturel G-
eÂquivariant qui aÁ P1 !v X associe le 1-cycle v�P1� (v est birationnel au dessus de v�P1�).
En®n, soit Y la normalisation de a�V� dans le corps k�V�G. Alors Y est le quotient geÂo-
meÂtrique de V par G et l'action de G sur V est libre ([M1], lemme 9 et [W], Appendice A4);
Y est une varieÂteÂ projective et lisse de dimension n� l�R� ÿ 3. Soit P1 � V !F X � Y le
morphisme naturel et soit Z � Spec

ÿ�F�OP1�V �G
�
. Alors Z est le quotient geÂomeÂtrique de

P1 � V par G, l'action de G eÂtant donneÂe par la formule g:�z; v� � ÿg�z�; vgÿ1
�
; Z est une

varieÂteÂ projective et lisse de dimension n� l�R� ÿ 2 et Z ! Y est un ®breÂ en droites pro-
jectives pour la topologie eÂtale ([M1], p. 603). Le morphisme universel G-eÂquivariant
P1 � V ! X (l'action de G sur X eÂtant triviale) est lisse ([K], II 3.5.4) et induit un mor-
phisme propre et lisse Z ! X de dimension relative l�R� ÿ 2.

Montrons que l�R� � 2. Soit v A V . Ecrivons v�TX � OP1�a1�l � � � lOP1�an� avec
a1 Z � � � Z an Z 0 et a1 Z 2. Il existe un ouvert U HV non vide tel que le n-uplet
�a1; . . . ; an� soit indeÂpendant de v A U . ConsideÂrons le morphisme:

V �!c X � X ;

v �! ÿ
v�0�; v�y��:

La di¨eÂrentielle de c est donneÂe par la formule ([K], II 3.4):

H 0�P1; v�TX � ���!dc�v�
v�TX n k�0�l v�TX n k�y�;

s ���! ÿ
s�0�; s�y��:

Calculons le rang de ladite di¨eÂrentielle. ConsideÂrons les applications lineÂaires
�dc�i�v� �1Y iY n�:

H 0
ÿ
P1;OP1�ai�

�! OP1�ai�n k�0�lOP1�ai�n k�y�;
si !

ÿ
si�0�; si�y�

�
:
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Le rang de
ÿ
dc�v��

i
est 2 si ai Z 1 et 1 si ai � 0, de sorte que, pour v A U :

rang
ÿ
dc�v�� � 2 Cardfijai Z 1g � Cardfijai � 0g:

Evaluons la dimension de l'image de c. Soient p et q les projections de X � X sur
chacun des facteurs. Le morphisme Z ! X eÂtant propre et lisse, p

ÿ
Im�c�� � X . Si

x A p
ÿ
Im�c�� � X ; pÿ1�x�X Im�c�

s'identi®e, via la projection q, au lieu des points de X par lesquels il passe une courbe
rationnelle v�P1� �v A V� contenant x et sa dimension est donc au moins l�R� ÿ 1 ([W],
1.11). Il en reÂsulte que la dimension de l'image de c est au moins eÂgale aÁ n� l�R� ÿ 1. On
a donc:

dim
ÿ
Im�c�� � 2 Cardfijai Z 1g � Cardfijai � 0gZ n� l�R� ÿ 1 � nÿ 1�Pn

i�1

ai:

Comme a1 Z 2:

nÿ 1�Pn
i�1

ai Z nÿ 1� 2� �Cardfijai Z 1g ÿ 1� � 2 Cardfijai Z 1g � Cardfijai � 0g:

D'ouÁ:

Cardfijai Z 1g � l�R� ÿ 1 �Pn
i�1

ai ÿ 1:

On en deÂduit l�R� � 2 et �a1; . . . ; an� � �2; 0; . . . ; 0� puisque ai � 0 ou bien ai Z 2 (corol-
laire 1). Le morphisme Z ! X est donc un reveÃtement eÂtale ®ni, ce qui termine la preuve
du lemme.

Corollaire 3. Soit X une varieÂteÂ projective lisse de dimension nZ 1 dont le ®breÂ tan-
gent est totalement deÂcomposeÂ. Alors X est unireÂgleÂe si et seulement si X n'est pas minimale.

DeÂmonstration. Si X est unireÂgleÂe alors X n'est pas minimale par le corollaire 2.
Supposons inversement X non minimale; le lemme 2 entraõÃne l'existence d'un reveÃtement
eÂtale ®ni Z de X, avec Z unireÂgleÂe. La varieÂteÂ X est donc unireÂgleÂe, ce qui termine la preuve
du corollaire.

Soient X et Y deux varieÂteÂs projectives lisses et X !f Y un morphisme lisse. Une
connexion sur f est un scindage de la suite exacte

0! f�W1
Y ! W1

X ! W1
X=Y ! 0;

c'est-aÁ-dire un sous-®breÂ E HW1
X tel que le morphisme E ! W1

X=Y induit par la projection
W1

X ! W1
X=Y soit un isomorphisme. La connexion est dite inteÂgrable si dE HE 5W1

X ou
bien, ce qui est eÂquivalent, si le noyau de la surjection TX ! E � est inteÂgrable au sens
usuel. Le morphisme f est alors analytiquement localement trivial de ®bre F et X s'identi®e
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au quotient de ~Y � F par le groupe p1�Y� agissant diagonalement ouÁ ~Y est le reveÃtement
universel de Y; le scindage W1

X � f�W1
Y lE se releÁve en la deÂcomposition

W1
~Y�F
� W1

~Y
lW1

F

([B1], 4.5).

Proposition 1. Si le theÂoreÁme 1 est vrai en dimension nZ 1, il est vrai en dimension
n� 1 pour les varieÂteÂs non minimales.

DeÂmonstration. Soient X une varieÂteÂ projective lisse non minimale de dimension
n� 1 �nZ 1� dont le ®breÂ cotangent est totalement deÂcomposeÂ et W1

X � L1 l � � � lLn�1

ladite deÂcomposition. Quitte aÁ passer aÁ un reveÃtement eÂtale, on peut toujours supposer qu'il

existe une varieÂteÂ projective lisse Y de dimension n et un morphisme X !f Y dont les ®bres
sont des droites projectives (lemme 2). Soit C une ®bre de f. Posons di � Li:C et supposons
d1 Z d2 Z � � � Z dn�1. ConsideÂrons la suite exacte:

0! N �C=X � Ol n
C ! W1

X jC ! W1
C � OC�ÿ2� ! 0:

Le groupe Ext1
OC

ÿ
OC�ÿ2�;Ol n

C

�
est nul et l'extension preÂceÂdente est donc triviale. On en

deÂduit d1 � ÿ2 et di � 0 pour i Z 2 puis, par les theÂoreÁmes de changement de base, qu'il
existe des ®breÂs inversibles �Ei�2YiYn�1 sur Y tels que Li � f�Ei. On veÂri®e par restriction

aux ®bres que l'application f�W1
Y ! L1 est identiquement nulle; les sous-®breÂs f�W1

Y et
L2 l � � � lLn�1 de W1

X sont donc eÂgaux et l'application L1 ! W1
X=Y est un isomorphisme.

On en deÂduit que TY est totalement deÂcomposeÂ et on veÂri®e que la condition d'inteÂgrabiliteÂ
du theÂoreÁme est satisfaite. Le ®breÂ L1 deÂtermine une connexion inteÂgrable sur f et l'asser-
tion souhaiteÂe en reÂsulte facilement.

La suite de notre travail est consacreÂe aÁ l'eÂtude des varieÂteÂs minimales dont le ®breÂ
tangent est totalement deÂcomposeÂ.

Lemme 3. Soient X une varieÂteÂ projective lisse minimale dont le ®breÂ tangent est

totalement deÂcomposeÂ et TX �M1 l � � � lMn �nZ 1� ladite deÂcomposition. Soit H une
section hyperplane de X. Alors MiH

nÿ1 Y 0 et si l'ineÂgaliteÂ preÂceÂdente est une eÂgaliteÂ on a

c1�Mi� � 0.

DeÂmonstration. La varieÂteÂ X n'eÂtant pas unireÂgleÂe (corollaire 3) il existe une courbe
lisse C A jmHjX � � � X jmHj �mg 0� telle que le ®breÂ W1

X jC soit numeÂriquement e¨ectif
([Mi]), c'est-aÁ-dire telle que le faisceau inversible OZ�1� soit numeÂriquement e¨ectif, ouÁ
Z � PC�W1

X jC�. Soit si la section de Z ! C associeÂe aÁ la surjection W1
X jC !!Mÿ1

ijC . On a

donc si�C�:OZ�1� � C:Mÿ1
i Z 0, ce qui prouve la premieÁre assertion. La seconde reÂsulte du

theÂoreÁme de l'indice de Hodge puisque M 2
i � 0 (lemme 1).

Proposition 2 ([B1], theÂoreÁme C). Soient X une varieÂteÂ projective lisse de dimension

nZ 1 dont le ®breÂ tangent est totalement deÂcomposeÂ et TX �M1 l � � � lMn ladite deÂ-
composition. On suppose qu'il existe une section hyperplane H de X telle que Mi:H

nÿ1 < 0
pour 1Y iY n. Le reveÃtement universel ~X de X est alors isomorphe au produit Dn ouÁ

D � fz A C j jzj < 1g et la deÂcomposition de TX est induite par la deÂcomposition canonique de
T ~X .
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Lemme 4. Soit X une varieÂteÂ projective lisse minimale dont le ®breÂ tangent est total-

ement deÂcomposeÂ. La composante neutre G du groupe des automorphismes de X est alors une
varieÂteÂ abeÂlienne.

DeÂmonstration. Soit TX �M1 l � � � lMn �nZ 1� la deÂcomposition de TX . On a
H 0�X ;Mi� � �0� sauf si le ®breÂ Mi est trivial (lemme 3). Soit k � h0�X ;TX � la dimension
de G et soit O�x� une orbite de dimension minimale �x A X� en particulier fermeÂe. Con-
sideÂrons les applications tangentes:

TG; id � H 0�X ;TX � ! TO�x�;x ! TX ;x:

L'application H 0�X ;TX � ! TX ;x obtenue est l'eÂvaluation en x qui est injective. On en deÂ-
duit que l'application TG; id ! TO�x�;x est un isomorphisme puis que le morphisme
G ! O�x� est un reveÃtement eÂtale ®ni. Les varieÂteÂs G et O�x� sont donc des varieÂteÂs abeÂ-
liennes de dimension k.

Lemme 5 ([B2], proposition 2.1). Soient X une varieÂteÂ projective lisse de dimension
nZ 2 et M un ®breÂ inversible non trivial dont le premieÁre classe de Chern c1�M� A H 2�X ;Z�
est nulle. On suppose qu'il existe deux 1-formes non nulles

a A H 0�X ;W1
X nM� et o A H 0�X ;W1

X �

telles que a5o � 0. Alors il existe un morphisme surjectif aÁ ®bres connexes X ! C vers une
courbe lisse C de genre g�C�Z 1 tel que o provienne par image reÂciproque de H 0�C;W1

C�.

Soient X une varieÂteÂ projective lisse et X !f C un morphisme surjectif vers une courbe
lisse C. Le diviseur de rami®cation de f est deÂ®ni par la formule:

D�f� � P
p AC

f�pÿ �f�p�red;

on deÂmontre que les sections du ®breÂ f�oC

ÿ
D�f�� sont holomorphes, i.e.,

f�oC

ÿ
D�f��HW1

X

([D], lemme 4.4).

Lemme 6 ([B2]). Soient X une varieÂteÂ projective lisse de dimension nZ 2, X !f C un

morphisme surjectif vers une courbe projective lisse C et D un diviseur vertical. On a D2 Y 0
et si D2 � 0 alors il existe r A Q� tel que rD A f�Pic�C�.

Lemme 7. Soient X une varieÂteÂ projective lisse de dimension nZ 2 et X !f C un
morphisme surjectif vers une courbe lisse C. Soit L � f�oC

ÿ
D�f��HW1

X ouÁ D�f� est le di-

viseur de rami®cation de f. Si L est un sous-®breÂ du ®breÂ cotangent et L2 � 0 alors les ®bres

de f sont lisses ou multiples de varieÂteÂs lisses.

DeÂmonstration. Ecrivons D�f� � D1 � � � � �Dk �k Z 1� ouÁ Di � f�pi ÿ �f�pi�red,
les points pi A C eÂtant tous distincts et soit f�pi �

P
j

ni; jDi; j la deÂcomposition de la ®bre

scheÂmatique f�pi en somme de ses composantes irreÂductibles �ni; j Z 1�. Le diviseur D�f�
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est vertical et on a donc D2
i � 0 pour tout entier i A f1; . . . ; kg (lemme 6). On en deÂduit

qu'il existe ri A Q� tel que riDi A f� Pic�C� (lemme 6). On a donc ni; j � ni;k � ni pour tout
triplet �i; j; k� et Di � �ni ÿ 1��f�pi�red. Prenons un point pi A C tel que la ®bre scheÂma-
tique f�pi soit non reÂduite. Soient V HC un disque ouvert pour la topologie usuelle con-
tenant le point pi et U � fÿ1�V�. On suppose que pi est le seul point de V au dessus duquel
la ®bre est non reÂduite. En e¨ectuant le changement de base local z 7! zni , puis en nor-
malisant, on obtient un diagramme commutatif:

U1 ���!q U???yf1

???yf

V1 ���!z 7! zni

V

ouÁ q est un reveÃtement eÂtale ®ni et f1 est un morphisme aÁ ®bres reÂduites et connexes.
L'inclusion LHW1

X se releÁve en l'inclusion naturelle f�1 oV1
HW1

U1
et le morphisme f1 est

donc lisse, ce qui termine la preuve du lemme.

Proposition 3. Soient X une varieÂteÂ projective lisse minimale de dimension nZ 1 dont

le ®breÂ tangent est totalement deÂcomposeÂ et M un facteur direct de ladite deÂcomposition. Si
c1�M� � 0 alors M est de torsion.

DeÂmonstration. Soient W1
X � L1 l � � � lLn la deÂcomposition du ®breÂ cotangent et

H une section hyperplane de X. On suppose que l'un des facteurs Li �1Y iY n� est de
premieÁre classe de Chern nulle mais pas de torsion.

Un ®breÂ inversible de torsion est trivialiseÂ par un reveÃtement eÂtale ®ni et un ®breÂ
inversible qui n'est pas de torsion le reste apreÁs ledit reveÃtement. On peut donc supposer
que les ®breÂs L1; . . . ;Lk sont de premieÁre classe de Chern nulles mais pas de torsion �k Z 1�
et que les ®breÂs Lk�1; . . . ;Lk�r sont triviaux. On a en®n LiH

nÿ1 > 0 pour iZ k � r� 1
(lemme 3). On a donc h0�X ;TX � � r et pour tout reveÃtement eÂtale ®ni Z ! X on a
h0�Z;TZ� � r.

La theÂorie de Hodge fournit un isomorphisme antilineÂaire

H 1�X ;L1�FH 0�X ;W1
X nLÿ1

1 �

([B2], 3.4) puisque c1�L1� � 0 et on a donc H 1�X ;L1�3 0. Il existe alors deux 1-formes
non nulles a A H 0�X ;W1

X nLÿ1
1 � et o A H 0�X ;W1

X � telles que a5o � 0 ([B2], theÂoreÁme
2.2 et [S]) et un ®breÂ inversible LHW1

X tel que o A H 0�X ;L� (lemme 5). La 1-forme a deÂ-
termine une application injective L1 ! W1

X dont l'image sera noteÂe M. La condition
a5o � 0 signi®e que les deux sous-faisceaux L et M de W1

X coincident sur un ouvert non
vide de X. Or il existe un entier m A f1; . . . ; ng tel que la projection M ! Lm soit non nulle.
La composante am de a sur le facteur direct H 0�X ;Lm nLÿ1

1 � de H 0�X ;W1
X nLÿ1

1 � est
donc non nulle. La projection L! Lm est eÂgalement non nulle puisque les sous-faisceaux L

et M de W1
X coincident geÂneÂriquement. Notons om la composante non nulle de o sur le

facteur direct H 0�X ;Lm� de H 0�X ;W1
X �. Par choix des formes am et om on a am 5om � 0.

On en deÂduit qu'il existe un morphisme surjectif aÁ ®bres connexes X !f C vers une courbe
C de genre g�C�Z 1 tel que la forme om provienne par image reÂciproque de H 0�C;W1

C�
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(lemme 5). Les sous-faisceaux f�oC et Lm de W1
X coincident sur un ouvert non vide puisque

om A H 0�X ;Lm�. On en deÂduit l'eÂgaliteÂ Lm � f�oC

ÿ
D�f�� ouÁ D�f� est le diviseur de ram-

i®cation de f ([D], lemmes 4.1, 4.2 et 4.4). Or L2
m � 0 (lemme 1) et les ®bres de f sont donc

lisses ou multiples de varieÂteÂs lisses (lemme 7). La courbe C eÂtant de genre au moins 1, il
existe un morphisme ®ni C1 !p C tel que l'indice de rami®cation de p en q A C1 soit eÂgal aÁ
la multipliciteÂ de la ®bre fÿ1

ÿ
p�q�� ([K-O], lemme 6.1). Soit X1 la normalisation du produit

®breÂ X �C C1 et soient X1 !f1
C1 et X1 !p1

X les morphismes naturels. Le morphisme f1 est
lisse et p1 est un reveÃtement eÂtale. Les sous-®breÂs f�1 oC1

et p�1 Lm de W1
X1

coincident et le
®breÂ

L
i3m

p�1 Li deÂtermine donc une connexion sur f1 qui est automatiquement inteÂgrable

puisque C1 est une courbe. Le morphisme f1 est donc analytiquement localement trivial de
®bre F. De plus il existe un morphisme non nul p�1 L1 ! p�1 Lm. On a donc p�1 Lm � p�1 L1�D�
ouÁ D est un diviseur e¨ectif. On en deÂduit que D est vertical puisque c1�p�1 L1� � 0 et
p�1 Lm � f�1 oC1

puis qu'il existe un ®breÂ M1 sur C1 tel que p�1 L1 � f�1 M1. Remarquons en®n
que g�C1�Z 2. Sinon C1 serait une courbe elliptique et puisqu'on a une application non
triviale p�1 L1 ! p�1 Lm � f�1 oC1

le ®breÂ Lÿ1
1 serait donc trivial ce qui est contraire aux

hypotheÁses. On a donc m3 1 et c1�p�1 Lm�3 0.

Le ®breÂ tangent TF est totalement deÂcomposeÂ et F est minimale puisque KF � KX1 jF .
La composante neutre G du groupe des automorphismes de F est donc une varieÂteÂ abeÂ-
lienne (lemme 4). On a en®n h0�F ;TF �Z h0�X1;TX1

� � 1 puisque la restriction du facteur
p�1 L1 aÁ F est triviale. ConsideÂrons le scheÂma en groupes Aut0�X1=C1� au dessus de C1 dont
la ®bre au dessus d'un point p A C1 est la composante neutre du groupe des automor-
phismes de fÿ1

1 �p�. Ladite ®bre est une varieÂteÂ abeÂlienne isomorphe aÁ G puisque les ®bres
de f1 sont toutes isomorphes aÁ F. Il existe donc un reveÃtement eÂtale ®ni C2 ! C1 trivial-
isant ledit scheÂma en groupes. Cette assertion reÂsulte de l'existence d'un espace de modules
®n pour les varieÂteÂs abeÂliennes munies d'une polarisation de degreÂ donneÂ et d'une structure
de niveau nZ 3. On en deÂduit que le groupe G agit sur le produit ®breÂ X2 � X1 �C1

C2 puis
que dim G � h0�F ;TF �Y h0�X2;TX2

�. Or h0�X2;TX2
� � h0�X1;TX1

�Y h0�F ;TF � ÿ 1 puis-
que la projection X2 ! X1 est un reveÃtement eÂtale, ce qui donne la contradiction chercheÂe.

Lemme 8. Soit X une varieÂteÂ projective lisse de dimension nZ 1. On suppose que
la composante neutre G du groupe des automorphismes de X est une varieÂteÂ abeÂlienne de

dimension k Z 1 et que l'application canonique H 0�X ;TX � ! H 0�X ;W1
X �� est injective. Il

existe alors un reveÃtement eÂtale ®ni G-eÂquivariant G � F ! X , G agissant diagonalement sur
G � F par translations sur G et trivialement sur F.

DeÂmonstration. Soient A � H 0�X ;W1
X ��=Im

ÿ
H1�X ;Z�

�
la varieÂteÂ d'Albanese de X

et x A X un point de X. ConsideÂrons le morphisme d'Albanese:

X �!a A;

y �! o 7! �y
x

o

� �
:

Le groupe G eÂtant connexe, la repreÂsentation canonique G ! GL
ÿ
H 0�X ;W1

X �
�

est triviale
et toute 1-forme holomorphe sur X est donc G-invariante. On en deÂduit que pour tout

couple �y; z� A X � X et tout g A G on a o 7! �g�y�
y

o

" #
� o 7! �g�z�

z

o

" #
dans A. Notons
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O�x� l'orbite de x sous G. L'application:

G ! A;

g! o 7! �g�x�
x

o

" #

obtenue par composition de l'inclusion naturelle O�x�HX et du morphisme d'Albanese est
donc un morphisme de groupes algeÂbriques indeÂpendant du point x A X consideÂreÂ et le
morphisme d'Albanese est G-eÂquivariant, G agissant par translations sur A via le mor-
phisme G ! A. Notons que l'image de G ! A est une varieÂteÂ abeÂlienne de dimension k. En
e¨et, l'application tangente dudit morphisme est l'application canonique

H 0�X ;TX �nOG ! H 0�X ;W1
X ��nOG;

qui est injective par hypotheÁse. On en deÂduit qu'il existe une sous-varieÂteÂ abeÂlienne BHA
de dimension dim�A� ÿ k telle que le morphisme canonique G � B! A soit eÂtale ®ni
([Mu], theÂoreÁme de PoincareÂ). Soient X1 le produit ®breÂ X �A �G � B� et q la projection
sur G. Le groupe G agit diagonalement sur le produit G � B en agissant par translations sur
lui-meÃme et trivialement sur B; le morphisme G � B! A est alors G-eÂquivariant. On en
deÂduit que G agit librement sur X1 et que le morphisme q est G-eÂquivariant. Il en reÂsulte
que X1 est isomorphe, au dessus de G, au produit G � F , F eÂtant une ®bre de q, ce qui
termine la preuve du lemme.

Lemme 9. Soient G une varieÂteÂ abeÂlienne de dimension nZ 1 et F une varieÂteÂ projective
lisse de dimension mZ 1. Alors toute connexion sur la projection G � F ! F est inteÂgrable.

DeÂmonstration. Notons E HW1
G�F ladite connexion. Le ®breÂ E est trivial et il existe

donc des 1-formes oi A H 0�G � F ;W1
G�F � �1Y iY n� telles que

E � OG�F o1 l � � � lOG�F on:

Soient f1; . . . ; fn des fonctions holomorphes deÂ®nies sur un ouvert de G � F . On a la
formule:

d
Pn
i�1

fioi

� �
�Pn

i�1

d fi 5oi �
Pn
i�1

fi doi:

Or doi � 0 pour i A f1; . . . ; ng puisque G � F est projective. On a donc dE HE 5W1
G�F ce

qui termine la preuve du lemme.

TheÂoreÁme 2. Soit X une varieÂteÂ projective lisse minimale de dimension nZ 1 dont le

®breÂ tangent est totalement deÂcomposeÂ. Le reveÃtement universel ~X de X est alors produit de
surfaces de Riemann et la deÂcomposition de TX est induite par la deÂcomposition canonique de

T ~X .

DeÂmonstration. Soit W1
X � L1 l � � � lLn �nZ 1� la deÂcomposition du ®breÂ co-

tangent et soit H une section hyperplane de X. On a c1�Li�H nÿ1 Z 0 (lemme 3) et si
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c1�Li�H nÿ1 > 0 pour tout i A f1; . . . ; ng, la proposition 2 permet de conclure. Quitte aÁ
permuter les Li on peut toujours supposer que les ®breÂs L1; . . . ;Lk �k Z 1� sont de torsion
et que c1�Li�3 0 pour iZ k � 1 (proposition 3). Il existe un reveÃtement eÂtale ®ni de X

trivialisant ces ®breÂs et il su½t donc de traiter le cas ouÁ lesdits ®breÂs sont triviaux. On a
alors h0�X ;Lÿ1

i � � 0 pour iZ k � 1 (lemme 3) et h0�X ;TX � � k. Soit G la composante
neutre du groupe des automorphismes de X; G est une varieÂteÂ abeÂlienne de dimension k

(lemme 4). L'application canonique H 0�X ;TX � ! H 0�X ;W1
X �� est injective et il existe

donc un reveÃtement eÂtale ®ni G � F !p X (lemme 8) ouÁ F est une varieÂteÂ projective lisse. Le
morphisme p eÂtant eÂtale, on a W1

G�F � p�W1
X � p�L1 l � � � l p�Ln et

�p�Li��p�H nÿ1� > 0

pour iZ k � 1 (lemme 3). Par hypotheÁse, les ®breÂs p�Li sont triviaux pour i A f1; . . . ; kg.
On en deÂduit h0�G � F ; p�Lÿ1

i � � 0 pour iZ k � 1 puis h0�G � F ;TG�F � � k et

h0�G � F ; s�TF � � 0

ouÁ s deÂsigne la projection de G � F sur F. Notons r la projection sur G. L'application
s�W1

F ! p�L1 l � � � l p�Lk est identiquement nulle et les sous-®breÂs

s�W1
F et p�Lk�1 l � � � l p�Ln

de W1
G�F sont donc isomorphes. On en deÂduit que l'application

p�L1 l � � � l p�Lk ! r�W1
G

est un isomorphisme. Soit x un point de F. Le ®breÂ p�LijG�fxg �k � 1Y iY n� est donc
facteur direct du ®breÂ trivial OG�fxgl � � � lOG�fxg et donc lui-meÃme trivial. Il existe donc
des ®breÂs Ei A Pic�F� �k � 1Y iY n� tels que p�Li � s�Ei. Soit HF une section hyperplane
de F. On a donc EiH

nÿkÿ1
F > 0 (lemme 3) puisque c1�Li�3 0 pour iZ k � 1. On a

W1
F � Ek�1 l � � � lEn

et la proposition 2 permet de conclure puisque le ®breÂ p�L1 l � � � l p�Lk deÂtermine une
connexion inteÂgrable sur la projection s (lemme 9).

Remarque ([B2]). L'hypotheÁse d'inteÂgrabiliteÂ dans le theÂoreÁme 1 est e¨ectivement
neÂceÂssaire. En e¨et, notons X le produit A� P1 ouÁ A est une surface abeÂlienne. Il n'est pas
di½cile d'exhiber une connexion non inteÂgrable sur la projection canonique X ! A; la deÂ-
composition de TX ainsi obtenue ne se releÁve donc pas en la deÂcomposition canonique du
®breÂ tangent T ~X ouÁ ~X est le reveÃtement universel de X.
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