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Variétés algebriques dont le fibré tangent
est totalement décomposée

Par Stéphane Druel a Paris

Introduction

Soit X une variété compacte kihlérienne dont le revétement universel X est iso-
morphe au produit [] U; de variétés complexes lisses et sur lequel le groupe 7;(X) agit
iel
diagonalement. La décomposition Ty = € p; Ty, induit alors une décomposition de Ty en
iel
somme directe de sous-fibrés intégrables. Ce travail contribue a I’étude de I’assertion ré-
ciproque et complete les résultats déja obtenus par Beauville ([ B1]):

Théoréeme 1. Soient X une variété projective lisse de dimension n = 1 dont le fibré
tangent est totalement décomposé et Ty = M| @ --- @ M, ladite décomposition. On sup-
pose que les fibrés @ M; sont intégrables, pour tout ensemble d'indices I < {1,...,n}. Le

iel
revétement universel X de X est alors produit de surfaces de Riemann et la décomposition de
Tx est induite par la décomposition canonique de Ty.

Rappelons qu’une variété projective lisse est dite minimale si Ky est numériquement
effectif.

Théoréeme 2. Soit X une variété projective lisse minimale de dimension n = 1 dont le
fibré tangent est totalement décomposé. Le revétement universel X de X est alors produit de
surfaces de Riemann et la décomposition de Ty est induite par la décomposition canonique de
T5.

e

Nous démontrons ces résultats en exhibant une fibration lisse de X munie d’une con-
nexion intégrable compatible a la décomposition de Ty.

Remerciements. Je tiens a exprimer toute ma gratitude a Arnaud Beauville pour
m’avoir soumis ce probléme et pour I’aide qu’il m’a apportée.
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Démonstration des théorémes

Lemme 1 ([B1], lemme 3.1). Soient X une variété lisse et E un facteur direct de Tx.
La classe d’Atiyah at(E) e H! (X,Q}( ® &nd(E)) provient de H'(X,E* ® énd(E)). En
particulier, tout éléement de H' (X, Q%) donné par un polynéme en les classes de Chern de E
est nul, pour r strictement plus grand que le rang de E.

Corollaire 1. Soient X une variété projective lisse de dimension n = 1, E un facteur
direct de Ty de rang 1 et C = X une courbe rationnelle irréductible. Alors deg(Ejc) =0 ou
deg(Ec) = 2.

Démonstration. Soit P' = C la normalisation de C. Supposons deg(Eic) =15 le
groupe de cohomologie H' (P!, E"[‘pl) est donc nul. Considérons le diagramme commutatif:

H'(X,E*) —— H'(X,Q})

| l

H‘([P’l,Eil;l) —— HY (P, Q).

L’élément ¢ (E) € H'(X,Q}) provient de H'(X, E*) (lemme 1); son image

C1 (E‘pl) = deg(E|C)
dans H'! (Pl,Qﬂlj,l) est donc nulle, ce qui prouve le corollaire.

Corollaire 2. Soient X une variété projective lisse de dimension n = 1 dont le fibré
’ , v . )
tangent est totalement décomposé et P' = X un morphisme non constant. Alors X n’est pas
minimale.

Démonstration. Ecrivons v* Ty = Opi(a)) @ -+ @ Opi(a,) avec a; =2 --- Za, =20
(corollaire 1). L’application tangente 7p: 2 v*Ty étant génériquement injective, on a
a; = 2. On en déduit deg(v*Ky) < —2 et X n’est donc pas minimale.

Soit X une variété projective lisse complexe. Le produit d’intersection entre 1-cycles et
diviseurs met en dualité les deux espaces vectoriels réels Nj(X) = ({l-cycles}/=) ® R et
N'(X) = ({diviseurs} /=) ® R, ou = désigne ’équivalence numérique. Soit

NE(X) < Ny (X)

le cone engendré par les classes des 1-cycles effectifs. Une raie extrémale est une demi-droite
R dans NE(X), adhérence de NE(X) dans N;(X), vérifiant Ky.R* < 0 et telle que pour
tout Z1,Z, e NE(X), si Z,+Zye R alors Z|,Z> € R ((M2]). Une courbe rationnelle
extrémale est une courbe rationnelle irréductible Cj telle que R*[Cy] soit une raie extrémale
et telle que —Ky.Cy < dim X + 1. Si X est une variété projective lisse non minimale alors X
contient une courbe rationnelle extrémale (|M2], thm. 1.5). La longueur de la raie extrémale
Rest ((W]):

/(R) = inf{—Ky.C| C étant une courbe rationnelle et C € R}.
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L’étude des courbes rationnelles extrémales sur les variétés dont le fibré tangent est
totalement décomposé fait I’objet du:

Lemme 2. Soit X une variété projective lisse non minimale de dimension n = 1 dont le
fibré tangent est totalement décomposé. 1l existe alors un revétement étale fini Z — X tel que
Z soit un fibré en droites projectives pour la topologie étale.

Démonstration. Soit R = R7[Cy] une raie extrémale engendrée par une courbe ra-
tionnelle Cy telle que /(R) = —Kx.Cy. Notons P! = C, la normalisation de C,. Les hy-
pothéses faites entrainent la lissité du schéma Hom(P!, X) (corollaire 1). Soit

V < Hom(P!, X)
la composante connexe (de dimension 7(R) + n) contenant le point vy. Le groupe
G = PGL,(C)

agit de maniére naturelle sur V par la formule g.v = vg~!. Soient Chow(X) la variété
projective paramétrant les 1-cycles effectifs et V — Chow(X) le morphisme naturel G-
équivariant qui & P! 5 X associe le 1-cycle v(P') (v est birationnel au dessus de v(P')).
Enfin, soit Y la normalisation de «(V") dans le corps k(V)G. Alors Y est le quotient géo-
métrique de V par G et I'action de G sur V est libre ((M1], lemme 9 et [W], Appendice A4);
Y est une variété projective et lisse de dimension n + /(R) — 3. Soit P! x V L xxvle
morphisme naturel et soit Z = Spec((F*@Ple) G). Alors Z est le quotient géométrique de
P! x V par G, l'action de G étant donnée par la formule g.(z,v) = (g(z), vg‘l); Z est une
variété projective et lisse de dimension n + /(R) — 2 et Z — Y est un fibré en droites pro-
jectives pour la topologie étale ((M1], p. 603). Le morphisme universel G-équivariant
P! x ¥ — X (I'action de G sur X étant triviale) est lisse ([K], IT 3.5.4) et induit un mor-
phisme propre et lisse Z — X de dimension relative /(R) — 2.

Montrons que /(R) = 2. Soit v € V. Ecrivons v* Ty = Opi(a;) ® -+ ® Opi(a,) avec

a = ---2a, =20 et ag =2. 1l existe un ouvert U = V' non vide tel que le n-uplet
(ay,...,ay,) soit indépendant de v € U. Considérons le morphisme:
Uz
V— X x X,

v—> (v(0),v(0)).
La différentielle de y est donnée par la formule ([K], II 3.4):
HOPY, o Ty) Y 0" Ty @ k(0) ® 0" Ty ® k(0),
s —— (s(0),5(c0)).

Calculons le rang de ladite différentielle. Considérons les applications linéaires
(dy);(v) (1 =i=n):

H (P, Op1(a)) — Opi(a;) @ k(0) ® Opi (a;) @ k(o0),
N (Si(O),S,'(OO)).



164 Druel, Variétés algébriques
Le rang de (di(v)), est 2sia; = 1 et 1 si @; = 0, de sorte que, pour v € U:
rang(dy(v)) = 2 Card{ila; = 1} + Card{i|a; = 0}.

Evaluons la dimension de I'image de . Soient p et ¢ les projections de X x X sur
chacun des facteurs. Le morphisme Z — X étant propre et lisse, p(Im(lp)) =X.Si

xep(Imy)) =X, p'(x)nIm(y)

s’identifie, via la projection ¢, au lieu des points de X par lesquels il passe une courbe
rationnelle v(P') (v e V) contenant x et sa dimension est donc au moins /(R) — 1 (W],
1.11). Il en résulte que la dimension de I'image de  est au moins égale a n + /(R) — 1. On
a donc:

dim(Im(y)) = 2 Card{ila; = 1} + Card{ila; =0} 2n+/(R) - 1=n—1+ Y a;.
i=1
Comme a; = 2:

n—14+>a=2n—1+2+ (Card{ila; 2 1} — 1) = 2 Card{i|a; = 1} + Card{i|a; = 0}.
=1

1

D’ou:
Card{ila; 21} =/(R) — 1= > a; — 1.
i=1

On en déduit /(R) =2 et (ay,...,a,) = (2,0,...,0) puisque @; = 0 ou bien a; = 2 (corol-
laire 1). Le morphisme Z — X est donc un revétement étale fini, ce qui termine la preuve
du lemme.

Corollaire 3. Soit X une variété projective lisse de dimension n = 1 dont le fibré tan-
gent est totalement décomposé. Alors X est uniréglée si et seulement si X n’est pas minimale.

Démonstration. Si X est uniréglée alors X n’est pas minimale par le corollaire 2.
Supposons inversement X non minimale; le lemme 2 entraine I’existence d’un revétement
¢tale fini Z de X, avec Z uniréglée. La variété X est donc uniréglée, ce qui termine la preuve
du corollaire.

Soient X et Y deux variétés projectives lisses et X — Y un morphisme lisse. Une
connexion sur ¢ est un scindage de la suite exacte

0—¢"Q}y — Q) — Qy )y — 0,

c’est-a-dire un sous-fibré £ < Q}( tel que le morphisme £ — Qi( Y induit par la projection
Q) — Q) Jy soit un isomorphisme. La connexion est dite intégrable si dE = E' A Q} ou
bien, ce qui est équivalent, si le noyau de la surjection Ty — E* est intégrable au sens
usuel. Le morphisme ¢ est alors analytiquement localement trivial de fibre F et X s’identifie



Druel, Variétés algébriques 165

au quotient de Y x F par le groupe 7;(Y) agissant diagonalement ot Y est le revétement
universel de Y; le scindage Q! = ¢*QIY @ E se releve en la décomposition

1 1 1
Qy r=Q; 0

((B1], 4.5).

Proposition 1. Si le théoreme 1 est vrai en dimension n = 1, il est vrai en dimension
n+ 1 pour les variétés non minimales.

Démonstration. Soient X une variété projective lisse non minimale de dimension
n+1 (n=1) dont le fibré cotangent est totalement décomposé et Q; =L1®---®L,
ladite décomposition. Quitte a passer a un revétement étale, on peut toujours supposer qu’il
existe une variété projective lisse Y de dimension # et un morphisme X — Y dont les fibres
sont des droites projectives (lemme 2). Soit C une fibre de ¢. Posons d; = L;.C et supposons
dy=2d, = --- = d,. . Considérons la suite exacte:

0= NEjy = 08" = Qy 0 — Qp = Oc(=2) — 0.

Le groupe EXtclf;C (Oc(=2),02™) est nul et I'extension précédente est donc triviale. On en
déduit dy = —2 et d; = 0 pour i = 2 puis, par les théoremes de changement de base, qu’il
existe des fibrés inversibles (E;),<;<,,; sur Y tels que L; = ¢"E;. On vérifie par restriction

aux fibres que I'application ¢*Qly — L est identiquement nulle; les sous-fibrés ¢*Q§ et
Ly® - - - @®L, de Q}( sont donc égaux et ’application L; — Q}( Jy estun isomorphisme.
On en déduit que Ty est totalement décomposé et on vérifie que la condition d’intégrabilité
du théoreme est satisfaite. Le fibré L; détermine une connexion intégrable sur ¢ et ’asser-
tion souhaitée en résulte facilement.

La suite de notre travail est consacrée a 1’étude des variétés minimales dont le fibré
tangent est totalement décomposé.

Lemme 3. Soient X une variété projective lisse minimale dont le fibré tangent est
totalement décomposé et Ty = M1 @ --- @ M, (n =2 1) ladite décomposition. Soit H une
section hyperplane de X. Alors M;H"~' < 0 et si 'inégalité précédente est une égalité on a
C1 (Ml) = 0.

Démonstration. La variété X n’étant pas uniréglée (corollaire 3) il existe une courbe
lisse Ce|mH|n - n|mH| (m>0) telle que le fibré Q}(\c soit numériquement effectif
([Mi]), c’est-a-dire telle que le faisceau inversible (z(1) soit numériquement effectif, ou
Z= IPC(Q}(lC). Soit g; la section de Z — C associée a la surjection Q)lﬂc — M,“Cl On a
donc 6;(C).0z(1) = C.M;' = 0, ce qui prouve la premicére assertion. La seconde résulte du
théoréme de I'indice de Hodge puisque M? = 0 (lemme 1).

Proposition 2 ([B1], théoreme C). Soient X une variété projective lisse de dimension
n =1 dont le fibré tangent est totalement décomposé et Ty = M\ @ --- ® M, ladite dé-
composition. On suppose qu’il existe une section hyperplane H de X telle que M;.H"™' < 0
pour 1 <i<n. Le revétement universel X de X est alors isomorphe au produit D" o
D = {z e C||z| < 1} et la décomposition de Ty est induite par la décomposition canonique de
Ty.
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Lemme 4. Soit X une variété projective lisse minimale dont le fibré tangent est total-
ement décomposé. La composante neutre G du groupe des automorphismes de X est alors une
varieté abélienne.

Démonstration. Soit Ty = M; @ --- ® M, (n = 1) la décomposition de Ty. On a
H°(X, M;) = (0) sauf si le fibré M; est trivial (lemme 3). Soit k = 4°(X, Ty) la dimension
de G et soit O(x) une orbite de dimension minimale (x € X') en particulier fermée. Con-
sidérons les applications tangentes:

T4 = H'(X, Tx) = Tow,x — Tx.x.

L’application H°(X, Ty) — Ty, obtenue est I’évaluation en x qui est injective. On en dé-
duit que l'application Tgiq — T¢(y),» €st un isomorphisme puis que le morphisme
G — O(x) est un revétement étale fini. Les variétés G et ((x) sont donc des variétés abé-
liennes de dimension k.

Lemme 5 ([B2], proposition 2.1). Soient X une variété projective lisse de dimension
n =2 et M un fibré inversible non trivial dont le premiére classe de Chern ¢;(M) € H*(X,Z)
est nulle. On suppose qu’il existe deux 1-formes non nulles

we H'X, QL @ M) et weH'(X,Q})

telles que oo A @ = 0. Alors il existe un morphisme surjectif a fibres connexes X — C vers une
courbe lisse C de genre g(C) = 1 tel que w provienne par image réciproque de H°(C, Qlc)

Soient X une variété projective lisse et X A C un morphisme surjectif vers une courbe
lisse C. Le diviseur de ramification de ¢ est défini par la formule:

D(¢) = > ¢"p = (" P)ress

peC

on démontre que les sections du fibré ¢*wc (D(¢)) sont holomorphes, i.c.,

# oc(D(9) = Oy
([D], lemme 4.4).

Lemme 6 ([B2]). Soient X une variété projective lisse de dimension n = 2, X 2 Coun
morphisme surjectif vers une courbe projective lisse C et D un diviseur vertical. On a D> < 0
et si D*> = 0 alors il existe r € Q* tel que rD € ¢*Pic(C).

Lemme 7. Soient X une variété projective lisse de dimension n =2 et X 4, C un
morphisme surjectif vers une courbe lisse C. Soit L = ¢*wc(D(9)) = Q)l( ou D(9) est le di-
viseur de ramification de ¢. Si L est un sous-fibré du fibré cotangent et L> = 0 alors les fibres
de ¢ sont lisses ou multiples de variétés lisses.

Démonstration. Ecrivons D(¢) =Dy +---+ Dy (k=1) ou D;=¢"p; — (#"P;)eas
les points p; € C étant tous distincts et soit ¢*p; = > n; ;D; ; la décomposition de la fibre

j
schématique ¢ p; en somme de ses composantes irréductibles (n;; = 1). Le diviseur D(¢)
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est vertical et on a donc D? = 0 pour tout entier i € {1,...,k} (lemme 6). On en déduit
qu’il existe r; € Q" tel que r,D; € ¢* Pic(C) (lemme 6). On a donc n; ; = n; = n; pour tout
triplet (i, j, k) et D; = (n; — 1)(¢" p;).q- Prenons un point p, € C tel que la fibre schéma-
tique ¢* p; soit non réduite. Soient V' < C un disque ouvert pour la topologie usuelle con-
tenant le point p; et U = ¢! (V). On suppose que p; est le seul point de V" au dessus duquel
la fibre est non réduite. En effectuant le changement de base local z — z", puis en nor-
malisant, on obtient un diagramme commutatif:

q

u, — U
thn bﬁ
V] zzl v

ou ¢ est un revétement étale fini et ¢, est un morphisme a fibres réduites et connexes.
L’inclusion L < Q}( se releve en l'inclusion naturelle ¢;wy, < Q}Jl et le morphisme ¢, est
donc lisse, ce qui termine la preuve du lemme.

Proposition 3. Soient X une variété projective lisse minimale de dimension n = 1 dont
le fibré tangent est totalement décomposé et M un facteur direct de ladite décomposition. Si
c1(M) = 0 alors M est de torsion.

Démonstration. Soient Q}( =L ® --- @ L, la décomposition du fibré cotangent et
H une section hyperplane de X. On suppose que 'un des facteurs L; (1 <i < n) est de
premiére classe de Chern nulle mais pas de torsion.

Un fibré inversible de torsion est trivialis¢é par un revétement étale fini et un fibré
inversible qui n’est pas de torsion le reste apres ledit revétement. On peut donc supposer
que les fibrés Ly, ..., L; sont de premiére classe de Chern nulles mais pas de torsion (k = 1)
et que les fibrés Liy1,..., i, sont triviaux. On a enfin L;H" ' >0 pour i = k+r+1
(lemme 3). On a donc h°(X, Ty) =r et pour tout revétement étale fini Z — X on a
h(Z,Tz) =r.

La théorie de Hodge fournit un isomorphisme antilinéaire
H'(X,L) ~H'(X,Q, ® L")

([B2], 3.4) puisque c;(L;) =0 et on a donc H'(X,L;) + 0. 1l existe alors deux 1-formes
non nulles o € H(X,Q} ® L;') et w e H'(X, QL) telles que & A w = 0 ([B2], théoréme
2.2 et [S]) et un fibré inversible L < Q1 tel que w € H(X, L) (lemme 5). La 1-forme o dé-
termine une application injective L; — Q)l( dont I'image sera notée M. La condition
o A @ = 0 signifie que les deux sous-faisceaux L et M de Q )1( coincident sur un ouvert non
vide de X. Or il existe un entier m € {1, ...,n} tel que la projection M — L,, soit non nulle.
La composante a,, de « sur le facteur direct H(X,L,, ® L;') de H'(X,Q} ® L) est
donc non nulle. La projection L — L,, est également non nulle puisque les sous-faisceaux L
et M de Q}( coincident génériquement. Notons w,, la composante non nulle de w sur le
facteur direct H°(X, L,,) de H°(X, Q}(). Par choix des formes a,, et w,, on a a,, A w,, = 0.

On en déduit qu’il existe un morphisme surjectif a fibres connexes X %, C vers une courbe
C de genre g(C) =1 tel que la forme w,, provienne par image réciproque de H°(C, QIC)
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(lemme 5). Les sous-faisceaux ¢*wc et L,, de Q} coincident sur un ouvert non vide puisque
wm € H'(X,Ly). On en déduit I'égalité L,, = ¢*wc(D(¢)) ou D(¢) est le diviseur de ram-
ification de ¢ ([ D], lemmes 4.1, 4.2 et 4.4). Or L2 = 0 (lemme 1) et les fibres de ¢ sont donc
lisses ou multiples de variétés lisses (lemme 7). La courbe C étant de genre au moins 1, il
existe un morphisme fini C; = C tel que I'indice de ramification de 7 en g € C) soit égal a

la multiplicité de la fibre ¢~ (n(g)) ((K-OJ, lemme 6.1). Soit X; la normalisation du produit

fibré X x¢ Cj et soient X; — C et X; — X les morphismes naturels. Le morphisme ¢, est
lisse et 7; est un revétement étale. Les sous-fibrés ¢;wc, et n{L,, de Q}Q coincident et le
fibré @ n{L; détermine donc une connexion sur ¢, qui est automatiquement intégrable
i+m

puisque C est une courbe. Le morphisme ¢, est donc analytiquement localement trivial de
fibre F. De plus il existe un morphisme non nul zyL; — 7{ L,,. On a donc n{L,, = n{ L;(D)
ou D est un diviseur effectif. On en déduit que D est vertical puisque ¢;(n;L;) =0 et
n{ Ly, = ¢]wc, puis qu’il existe un fibré M; sur C) tel que 7y L; = ¢ M. Remarquons enfin
que ¢g(Cy) = 2. Sinon C) serait une courbe elliptique et puisqu’on a une application non
triviale Ly — 7L, = ¢ wc, le fibré L' serait donc trivial ce qui est contraire aux
hypothéses. On a donc m # 1 et ¢ (7] L,,) * 0.

Le fibre tangent Tr est totalement décompose et F est minimale puisque Kr = Ky, ,..
La composante neutre G du groupe des automorphismes de F est donc une variété abé-
lienne (lemme 4). On a enfin A°(F, Tr) = h°(X1, Tx,) + 1 puisque la restriction du facteur
ni Ly a Fest triviale. Considérons le schéma en groupes AutO(X 1/C) au dessus de C; dont
la fibre au dessus d’un point p € C; est la composante neutre du groupe des automor-
phismes de (,151_1( p). Ladite fibre est une variété abélienne isomorphe a G puisque les fibres
de ¢, sont toutes isomorphes a F. Il existe donc un revétement étale fini C, — C; trivial-
isant ledit schéma en groupes. Cette assertion résulte de I’existence d’un espace de modules
fin pour les variétés abéliennes munies d’une polarisation de degré donné et d’une structure
de niveau n = 3. On en déduit que le groupe G agit sur le produit fibré X> = X x¢, C; puis
que dim G = h°(F, Tp) < h°(X3, Ty,). Or h°(X>, Ty,) = h° (X1, Ty,) < h°(F, Tr) — 1 puis-
que la projection X, — X; est un revétement étale, ce qui donne la contradiction cherchée.

Lemme 8. Soit X une variété projective lisse de dimension n = 1. On suppose que
la composante neutre G du groupe des automorphismes de X est une variété abélienne de
dimension k = 1 et que I'application canonique H°(X,Ty) — H°(X, Q)" est injective. Il
existe alors un revétement étale fini G-équivariant G X F — X, G agissant diagonalement sur
G x F par translations sur G et trivialement sur F.

Démonstration. Soient A = H*(X,Qy)*/Im(H,(X,Z)) la variété d’Albanese de X
et x € X un point de X. Considérons le morphisme d’Albanese:

X -4 4,

r=fonfo]

Le groupe G étant connexe, la représentation canonique G — GL (H o(x, Q}()) est triviale

et toute 1-forme holomorphe sur X est donc G-invariante. On en déduit que pour tout
9(y) 9(2)

couple (y,z)eX x X ettoutgeGona |[w— | | =|w— | w| dans 4. Notons
y z
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O(x) 'orbite de x sous G. L’application:

G— A,

g(x)
g— |w— ja)

X

obtenue par composition de I'inclusion naturelle ¢O(x) = X et du morphisme d’Albanese est
donc un morphisme de groupes algébriques indépendant du point x € X' considéré et le
morphisme d’Albanese est G-équivariant, G agissant par translations sur A via le mor-
phisme G — A. Notons que 'image de G — A est une variété abélienne de dimension k. En
effet, ’application tangente dudit morphisme est I’application canonique

HYX,Ty)® O — H'(X,Q})* ® U,

qui est injective par hypothése. On en déduit qu’il existe une sous-variété abélienne B < 4
de dimension dim(A) — k telle que le morphisme canonique G x B — A4 soit étale fini
([Mu], théoreme de Poincaré). Soient X, le produit fibré X x4 (G x B) et ¢ la projection
sur G. Le groupe G agit diagonalement sur le produit G x B en agissant par translations sur
lui-méme et trivialement sur B; le morphisme G x B — A est alors G-équivariant. On en
déduit que G agit librement sur X7 et que le morphisme ¢ est G-équivariant. Il en résulte
que X; est isomorphe, au dessus de G, au produit G x F, F étant une fibre de ¢, ce qui
termine la preuve du lemme.

Lemme9. Soient G une variété abélienne de dimension n = 1 et F une variété projective
lisse de dimension m = 1. Alors toute connexion sur la projection G x F — F est intégrable.

Démonstration. Notons E = Qg ;- ladite connexion. Le fibré E est trivial et il existe
donc des 1-formes w; € H(G x F, Q¢ ;) (1 £i < n) telles que

E=06xr01 ® - @ Ogxrwy,.

Soient f{,..., f, des fonctions holomorphes définies sur un ouvert de G x F. On a la
formule:

d<ifiwi> = SSdf A ot 3o f, doy.
i=1 i=1 i=1

Ordw; =0pourie{l,...,n} puisque G x F est projective. On a donc dE < E A QlGxF ce
qui termine la preuve du lemme.

Théoréme 2.  Soit X une variété projective lisse minimale de dimension n = 1 dont le
fibré tangent est totalement décomposé. Le revétement universel X de X est alors produit de
surfaces de Riemann et la décomposition de Ty est induite par la décomposition canonique de
]"~

X-

Démonstration. Soit Q)l( =L ®--®L,(n=1) la décomposition du fibré co-
tangent et soit H une section hyperplane de X. On a ¢;(L;)H" "' =0 (lemme 3) et si
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ci(L)H"' > 0 pour tout i e {1,...,n}, la proposition 2 permet de conclure. Quitte a
permuter les L; on peut toujours supposer que les fibrés Ly, ..., L, (k = 1) sont de torsion
et que ¢;(L;) + 0 pour i = k + 1 (proposition 3). Il existe un revétement étale fini de X
trivialisant ces fibrés et il suffit donc de traiter le cas ou lesdits fibrés sont triviaux. On a
alors h°(X,L;') =0 pour i = k + 1 (lemme 3) et h°(X, Ty) = k. Soit G la composante
neutre du groupe des automorphismes de X; G est une variété¢ abélienne de dimension k
(lemme 4). L’application canomque HO(X,Ty) — H°(X,Qj)" est injective et il existe
donc un revétement étale fini G x F 2 X (lemme 8) ou F est une variété projective lisse. Le
morphisme p étant étale, on a QGXp = *Q =p'Li® - - ®pL,et

(p*Li)(p*H"') >0

pour i = k + 1 (lemme 3). Par hypothese, les fibrés p*L; sont triviaux pour i € {1,...,k}.
On en déduit A°(G x F, p*L;') = 0 pour i = k + 1 puis 1°(G x F, Tgxr) = k et

(G x F,s"Tr) =0

ou s désigne la projection de G x F sur F. Notons r la projection sur G. L’application
s*Q}p — p*L1 @ --- @ p*Ly est identiquement nulle et les sous-fibrés

sQp et p L@ - ©pLy
de QIGX r sont donc isomorphes. On en déduit que I'application
pLL® - ®pL— r*QlG

est un isomorphisme. Soit x un point de F. Le fibré p*L;, (k+1 <i=<n) est donc
facteur direct du fibré trivial Og,(} @ -+ @ Ogx () et donc lui-meéme trivial. 1l existe donc
des fibrés E; € Pic(F) (k+ 1 <i < n) tels que p*L; = s*E;. Soit H une section hyperplane
de F. On a donc E;H}~*=1 > 0 (lemme 3) puisque ¢|(L;) # 0 pouri =k + 1. On a

Q=E.® - ®F,

et la proposition 2 permet de conclure puisque le fibré p*L; @ --- @ p*L; détermine une
connexion intégrable sur la projection s (lemme 9).

Remarque ([B2]). L’hypothese d’intégrabilité dans le théoreme 1 est effectivement
nécéssaire. En effet, notons X le produit 4 x P! ou A est une surface abélienne. Il n’est pas
difficile d’exhiber une connexion non intégrable sur la projection canonique X — A; la dé-
composition de Ty ainsi obtenue ne se releve donc pas en la décomposition canonique du
fibré tangent Ty ou X est le revétement universel de X.
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