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SINGULARITES SYMPLECTIQUES

STEPHANE DRUEL

Abstract

We classify isolated symplectic singularities of dimension greater or
equal to 6 such that the normalized blow-up of the singular point is
a resolution of singularities whose exceptional locus is a reduced simple
normal crossing divisor with at least two irreducible components. They
are isomorphic to the quotient singularities of type %(17 2,...,1,2).

Introduction

Soit (V,0) un germe de singularité complexe analytique normal. La singu-
larité est dite symplectique s’il existe une 2-forme symplectique ¢ sur le lieu
régulier V,ee de V, ie., une 2-forme holomorphe fermée et non dégénérée, et
si pour toute résolution 7 : X — V des singularités de V, le pull-back de ¢
a T (Vyeg) est la restriction d’une 2-forme holomorphe sur X (wvoir [Be00],
définition 1.1). Sile lieu singulier de V est de codimension > 4 alors la derniere
condition est toujours vérifiée (voir [FI8F]).

Une algebre de Lie complexe simple a une plus petite orbite nilpotente
non nulle O,,;, pour 'action adjointe; son adhérence Omin = Omin U {0} a
une singularité symplectique isolée en 0 isomorphe au cone sur la variété lisse
PO,,in des droites de O, et toute singularité symplectique isolée dont le
cone tangent est lisse, est analytiquement isomorphe 6 (Omin, 0) pour une
algébre de Lie complexe simple convenable (voir [Bel(]).

Fixons un entier n > 0. Soit ¢ une racine primitive cubique de 'unité et
soit (¢) le groupe cyclique d’ordre 3 engendré par (. Soit V = C?" /(¢) ol
(¢) agit sur C?" par la formule

C.(Zl, 22y vy Z2n—1, Zgn) = (C:Zl, CQZQ, ey CZQTL—l; C:QZQn).

La 2-forme symplectique Z?:l dza;—1 Ndzg; sur C?" est invariante sous (¢) et
induit une 2-forme symplectique sur V,cs. Notons 0 I'unique point singulier de
V. Soit 7 : X — V D'éclatement normalisé de 0 dans V. Le diviseur 7 1(0)
est réduit et globalement & croisements normaux (voir §1). Nous prouvons le
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Théoreme. Soit (V,0) une singularité symplectique isolée de dimension
2n > 6 et soit m : X — V [’éclatement normalisé de o dans V. On suppose
que le diviseur 7=1(0) est réduit, globalement & croisements normauz et qu’il
a au moins deux composantes irréductibles. Alors (V,0) est analytiquement
isomorphe a la singularité quotient (C?",/(¢), 0).

L’hypothese n > 3 permet d’obtenir I'annulation de certains groupes de
cohomologie (voir lemme 3.6).

Soit F := Ppn_1(&) ot £ = Opn-1(2) ® HY(P" ', Opn-1(1)) @ Opn-1 et
soit pp le morphisme vers P"~!. Soient p et ¢ les projections de P"~1 x P!
sur P"1 et soit ¢ I'immersion fermée P*~! x P*"~! C F au dessus de P*~!
correspondant au quotient inversible sur P71 x P71

P& = H (P!, Opn-1(1)) @ Opniypni — ¢*Opn-i(1)

ou P71 x P*! est considéré comme variété sur P! via p. Soit enfin
7 =10 s ou s est 'involution naturelle de Ppn-1 X Ppn-1. Nous montrons
que le lieu exceptionnel est isomorphe au recollement de deux copies de F le
long de P~ x P*~! via les immersions fermées i et j puis nous montrons
que le complété formel de X le long du diviseur exceptionnel est déterminé
& isomorphisme pres par le germe de singularité (V, o). Le résultat cherché
est alors une conséquence du premier théoréeme de comparaison de la théorie
“algébrique” & la théorie “formelle” (voir [Gr66], Chap. III, théoréme 4.1.5)
et du théoreme d’approximation d’Artin (voir [Ar68], corollaire 1.6).

1. Exemple et géométrie torique

Nous renvoyons & [Od88] pour les définitions et propriétés des variétés
toriques. Fixons un entier n > 1. Soit Ng = Zey ® - - - ® Zes, un Z-module
libre de rang 2n et soit N = Ny + %(1, —1,...,1,-1) € No® R. Soit
M = Homgz(N, Z). Soit enfin o = (eq, ..., e2,) C N® R. La variété affine V
est torique et son algebre de fonctions est C|z1, ..., 20,]9 = CIMN "] (voir
[Od8Y], §1.5). Soit (e7,..., e5,) la base duale de (ey,..., e2p). Les fonctions

22i%25—1 (4, j€{1,..., n}),
22422522k (4, J, k€ {1,..., n}),
Zoi122j—122k—1 (4, J, k€ {1,..., n}),
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sont invariantes sous le groupe (¢) et forment un systéeme minimal de génér-

ateurs sur C de l'algébre Clzq, ..., ZQn]<<>, autrement dit, les éléments
€5 T e (1, 7€{1,...,n}),
e3; +e5; +esy, (i, 73, ke {1,..., n}),

e tes i tesy o (g ke{l,....n}),
forment une base de Hilbert du monoide M N ¢V. Soient

1 1
62n+1:§(17 2,...,1, 2) et 62n+2:§(2; 1,...,2, 1)
L’éclatement normalisé X de 'idéal m de 0 dans V est la variété torique lisse

dont I’éventail est I’ensemble des cones réquliers

O’i’j:<€1,...,ggi,...,/é\gj,l,...,62n+2> (i,jE{l,...,n}),
O’,E = <€1, ceey ggi, ceey €2n+1; €2n+2> (Z S {1, ceey TL}),
O';-I = <61, ceey é\gj_l, ey €201, €2n+2> (j S {1, ceey ’I’L})7

et de leurs faces. Le lieu exceptionnel est un diviseur globalement & croise-
ments normaux réunion des deux diviseurs irréductibles V (e, 1) et V(eapn42).
L’idéal mOx du diviseur 7r’1(0) est engendré par la fonction zg;zoj_1

(resp. z3; et z3; ;) sur Pouvert affine Us,, ,,_, (i, j € {1,...,n}) (resp.
Uor (1€ {1,...,n}) et Upr (j € {1,..., n})). Notons v; =¢; pour 1 <i <
2n — 1 et va, = eapto. Soit (vf,...,v5,) la base duale de (v1,...,v2,). Les

éléments (v;)1<i<2n forment une base du Z-module M et 'algebre des fonctions
régulieres sur 'ouvert U, est 'algebre sur C du monoide libre engendré par
ces éléments. On a vy, = e3, —es, pour 1 <i<n-—1,v5, , =e5 _,—2e5, pour
2 <i<netuv}, =3eh,. Le diviseur 771(0) est donc localement défini par
P’annulation d’une coordonnée sur l'ouvert considéré et en particulier réduit
le long de V(ean42). On vérifie que ce diviseur est également réduit le long
de V(eant1)-

2. Préliminaires

2.1. Soit X une variété projective lisse sur le corps C des nombres com-
plexes. Soit N1(X) = ({1-cycles}/ =) ® R ou = désigne ’équivalence numér-
ique. On considere le cone NE(X) C Ny(X) engendré par les classes des
l-cycles effectifs. Une aréte extrémale est une demi-droite R dans NE(X),
adhérence de NE(X) dans N;(X), vérifiant Kx.R* < 0 et telle que pour
tout Z1,Zs € NE(X), si Z; + Zo € R alors Z1, Zo € R. Une courbe ra-
tionnelle extrémale est une courbe rationnelle irréductible C telle que R1[C]
soit une aréte extrémale et —Kx.C < dim(X) + 1. Toute aréte extrémale R
est engendrée par une courbe rationnelle extrémale et admet une contraction,
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c’est-a-dire qu’il existe une variété projective normale Y et un morphisme
¢ : X — Y, surjectif a fibres connexes, contractant les courbes irréductibles
C telles que [C] € R (théoréme de Kawamata et Shokurov).

Rappelons un résultat de J. Wisniewski (voir [Wi91]) sur le lieu exception-
nel d’une contraction extrémale. Soit F une composante irréductible d’une
fibre non triviale d’une contraction élémentaire associée a ’aréte extrémale
R. Nous appelons lieu de R, le lieu des courbes dont la classe d’équivalence
numérique appartient a R. On a alors 'inégalité

dim(F) 4+ dim(lieu de R) > dim(X) + 4(R) — 1,
ou /(R) désigne la longueur de l'aréte extrémale R:
L(R) = inf{—Kx.Cq | Cp étant une courbe rationnelle et Cy € R}.

Lemme 2.2. Soit X une variété projective de dimension n > 2 et soit
Y C X un diviseur effectif. Soit D un diviseur numériquement effectif. Si
—Kx =D+ Y alors il existe une aréte extrémale R telle que Y.R* > 0.

Démonstration. Soit C C X une courbe telle que Y.C > 0. La courbe C se
décompose C = Co + ;1 a;C; avec Cp € WJF(X) = {z € NE(X) | Kx.z >
0} et (C;)ier est I'ensemble des courbes rationelles extrémales (voir [Mo82],
théoréme 1.5). Les coefficients (a;);e1 sont positifs ou nuls et presque tous
nuls. On a Y.Cyg = —Kx.Cy — D.Cy <0 et il existe donc un élément i € I tel
que a;C;.Y > 0. O

2.3. Fixons quelques notations. Soient a € Z et kK > 2. Soit F, :=
Ppi-1(Ea) ot & = Opk-1(a) @ H' (P!, Opi-1(1)) @ Opi-1 et soit p, le
morphisme vers P*~1. Soient p et ¢ les projections de P¥~1 x P¥~1 sur P¥~1
et soit enfin i, I'immersion fermée P¥~1 x P¥~1 ¢ F, au dessus de P*~!
correspondant au quotient inversible sur P*~1 x P+-1

prEL — HO(Pk_l, OPk—l(l)) ® Opk-1ypk-1 = ¢*Opr-1 (1)

ot P! x P*~1 est considéré comme variété sur P~ via p.

Proposition 2.4. Soit (W, L) une variété polarisée de dimension m > 2
et soit Y = Ui:1 Y,; un diviseur réduit et globalement a croisements normaux.
On suppose ww =~ Lfk(—Y).

1. Si k > mT'H etl=1ouk > mTH et 1 > 2 alors W est de Fano et
bay(W) = 1.

2. Sik= mTH etl =1 alors Y C W est isomophe @ Q, C P? ou Y CW
est isomophe ¢ Qy C Qs ou'Y et W sont de Fano et ba(Y) = bo(W) =
1 ouY C W est isomorphe ¢ P*~1 x P*=1 C F,, pour un entier a > 0
convenable, L est isomorphe au fibré Op, (1) @ pX(Opr-1(1)) et lidéal
de Y dans W est L' @ p*Opr-1(a +1).



SINGULARITES SYMPLECTIQUES 431

Démonstration. La premiere partie de la proposition se montre par récur-
rence sur la dimension m > 2 de W. Si m = 2 alors k > 2 et, par le lemme
2.2, il existe une aréte extrémale R telle que R*.Y > 0 et donc de longueur
> 3. La surface W est donc de Fano et de nombre de Picard 1 (voir [Wig9),
proposition 2.4.1).

Supposons la proposition démontrée jusqu’en dimension m — 1 > 2 et con-
sidérons W comme dans 1’énoncé. Soit C; une courbe rationnelle extrémale
telle que Y.Cy > 0 et Ry = R [Cy] et supposons par exemple Y1.Cy > 0 (voir
lemme 2.2). Notons W %, 7, la contraction élémentaire correspondante. La
formule d’adjonction donne wy, ~ Lﬁ(kl(— Diz1 YiN Y1) avec k > mtl

%. Si Zi# Y;NY; # 0 alors, par hypothese de récurrence, Y; est de
Fano et ba(Y1) = 1. Si Z#l Y; NY; =0 alors Yy est de Fano et b2(Y1) =1
sauf si k = 25 et (Y1, Liy,) = (P*! x P71, Opi-1 (1) )W Opi-1 (1)) (voir
[Wi90]).

Soit F; la fibre de ¢ contenant C;. La fibre F; rencontre en particulier Y;
et dim(F1NY;) > dim(Fy) —1 > ¢(Ry) -2 > 2 > 0. Soit C C F1NY; une
courbe irréductible. La courbe C est contractée par ¢, et on a donc C € Ry
et C.Y; > 0. Notons que par tout point de Y; il passe une courbe tracée
sur Y1 numériquement proportionnelle a C et donc contractée par ¢1. La
contraction élémentaire 1 est donc divisorielle ou de type fibrée. Si ¢ est
divisorielle alors R; n’est pas numériquement effective, autrement dit, il existe
un diviseur irréductible D tel que D.C < 0. On a donc C C D et Y; = D,
ce qui est impossible puisque C.Y; > 0. La contraction ¢; est donc de type
fibrée.

Supposons b2(Y1) = 1. Le diviseur Y; est donc contracté sur un point
par @7 et, puisque Y7.C > 0, dim(Z;) = 0. La variété X est donc de Fano de
nombre de Picard 1.

Supposons Y; ~ P¥71 x P*"! et Ly, ~ Opr-1(1) K Ops-1(1). Notons
(a, b) le bidegré de la courbe C C Y.

Supposons a > 0 et b > 0. Alors, par tout couple de points de Y7, il passe
une courbe tracée sur Y; de bidegré (a,b) et donc numériquement propor-
tionnelle & C dans W. Le diviseur Y; est donc contracté sur un point par ¢;.
Le morphisme Y pall.t 71 est surjectif puisque Y1.C > 0. Finalement, Z; est
de dimension 0 et b2(W) = 1. On en déduit que k = 2 par le théoreme de
Lefschetz, puis que W est une quadrique et Y; une section hyperplane ou que
W est un espace projectif et Y7 une quadrique par le théoreme de Kobayashi
et Ochiai (voir [KOT73]).

Supposons maintenant (a,b) = (0,1). Notons p la premiére projection
de Y; sur P¥~1. Soit F C Y; une fibre ensembliste de Py, - Les courbes
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tracées sur Yy de bidegré (0,1) sont contractées par o1 et on a donc F =
p~L(p(F)). S'il existe une courbe Cy tracée sur F de bidegré (a1,b;) avec
a; > 0 alors le 1-cycle Co + C; € Ry est de bidegré (aq,b1 + 1) avec a3 > 0
et by +1 > 0 et les arguments utilisés ci-dessus suffisent pour conclure. On
peut donc supposer que les courbes tracées sur F sont de bidegré (0,*). On
en déduit que p(F) est de dimension 0 puis que F est équidimensionnelle
de dimension k — 1 et que Z; est de dimension k£ — 1. Soit F; € W une
composante irréductible d'une fibre de ¢ ; F; rencontre Y; puisque R*.Y; > 0
et dim(F;NY;) =k —1. On a donc dim(Fy) = k. Le morphisme ¢ est donc
équidimentionnel de dimension k. Soit F; une fibre générique de ¢;. On a
wp, = L‘}]j ®Or, (—Y)). Le fibré Op, (Y)) est numériquement effectif puisque
RI.Y > 0 et F; est donc de Fano. Soit Rp, une aréte extrémale de F;. On
a {(Rp,) > dim(F;) 4+ 1 et donc b2(F1) = 1 (voir [Wi89], proposition 2.4.1).
On en déduit (Fy, Lig,) = (P*, Opx (1)) puis que ¢y est un fibré en espaces
projectifs localement trivial pour la topologie de Zariski (voir [Fu87], lemme
2.12) et en particulier que Z; est lisse. La fibre ensembliste F; C P* de 1)y,
est réunion disjointes de fibres de p de dimension k — 1 et donc irréductible.
Le morphisme @1}y, s’'identifie finalement & la seconde projection de Y; =
PF1 x P*~! sur P*~! et W a la fibration Ppr-1(p1,L) au dessus de P¥~1,
L’immersion fermée Y1 € W au dessus de P*~1 est donnée par le quotient
inversible p*(1,L) = Ljy, = Opr-1(1)XOpx-1(1) et on a donc un morphisme
surjectif o1, L — p.(Ljy,) = H°(P* !, Opi-1(1)) ® Opi-1(1). Finalement
©1,L = Opr-1(a) @ H'(P*1, Opi-1(1)) ® Opk-1(1) avec a > 1. L’idéal de
Y, dans W est L' @ p*Opx-1(b) ol b est un entier convenable. Le fibré
canonique est donné par la formule wyw = L™ @ p*Opk-1(a) = L7"(=Y) et
I'idéal de Y dans W est donc L® ' @ p*Opk-1(a). Lidéal du diviseur > iz Yi
dans W est donc p*Ops-1(a—0b). Or les diviseurs Y et E#l Y; sont disjoints
et on a donc a =0 et Ei# Y; = (0. La premiere partie de la proposition est
donc démontrée.

La seconde partie de la proposition a en fait déja été prouvée ci-dessus. O

3. Démonstration du théoréme

3.1. Fixons les notations. Soit (V,0) une singularité symplectique isolée
de dimension 2n (n > 1) vérifiant les hypotheses du théoreme et soit 7 : X —
V l’éclatement normalisé de I'idéal maximal de o dans V. On peut toujours
supposer qu’il existe une 2-forme symplectique ¢ sur V—{o} restriction d’une
2-forme holomorphe sur X notée encore . Notons E=E; U---UE; (I > 2)
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le diviseur exceptionnel et L := Ox(—E). Le fibré Ly est ample et engendré
par ses sections.

Proposition 3.2 (voir [Be00]). L’ordre d’annulation de ¢™ le long de E;
estn—1 pourl <i<I.

Démonstration. Notons k; (1 < ¢ < [) I'ordre d’annulation de ¢" le long
de E; (1 <1 <) de sorte que div(e™) = Zizl kiE;.

Les singularités symplectiques sont rationnelles (voir [Be00], proposition
1.3) et ainsi ¢ € H%(X,Q%(log E)(—E)) (voir [CF0I], théoreme 2.1) ou
Q2 (log E) est le faisceau des 2-formes différentielles méromorphe & poles au
pire logarithmiques le long de E. La 2n-forme ¢ € H°(X, wx(—(n — 1)E))
est non nulle en dehors de E et il s’ensuit k; > n— 1 (1 < i <) puisque le
diviseur E est contracté par .

Le produit exterieur avec ¢! donne une application Ox-linéaire O —
TX(Zézl k,E;) qui est un isomorphisme en dehors de E. Notons k; — j; > 0
Pordre d’annulation de cette application le long du diviseur E; (1 < i < 1).
On obtient une application A : Q% — Tx(>"._, ji:E;) dont la restriction au
diviseur E; est non nulle et une section det(A) de Ox (2 Zizl(nji —k;)E;) non
nulle en dehors de E. On a donc k; < nj; pour 1 < i <[ puisque le diviseur
E est contracté par 7 et en particulier j; > 1.

Supposons par exemple j; > j; pour 1 <4 <[ et considérons le diagramme
de suites exactes

0 — Og,(-Ey) Q%(\El Qél 0

J/)\El

1 1 !
0— TEl(ZjiEi) — Tx|g, (ZjiEi) — Og, ((j1 + DE1 + Z]zEz) — 0.

i=1 i=1 =2

On a Homp, (O, (~E1), O, (1 + 1)E1 + Y1y jiE:)) € HO(By, L ™?) =0
et, de méme,

l l
Homg, (O, (—E1), Te, (O jiEi)) = Homg, (Q;,, Og, (71 + 1)E1 + Y _ jiE:))

i=1 =2

CH(E1, Te, @ L' ') =0

puisque j1 > 1 (voir [Be00], lemme 3.3). L’application \|g, se factorise a

travers une fleche antisymétrique €f; LN Tg, (Zé:l j:E;) et provient donc
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d’un élément non nul de

l l
2
HO(Ela /\TE1 (Z]zEz) H (Ela /\TE1 Y L j Z .]1 _.71
=2

i=1

Il s’ensuit j; < 2 (voir [BeOO], lemme 3.3). Le diviseur E est connexe et
lensemble {E;,,...,E; } des diviseurs rencontrant E; et distincts de celui-ci
est donc non vide. Si j; = 2 alors j;, = --- = j;,, = j1 = 2, (E1, Lig,) ~
(P2n71, Op2n—1 (1)) et (E;,, L|EL7) ~ (P2n71, Opzn-1(1)) pour 1 < r < m
(voir [Be00], lemme 3.3). Les fibrés Og, (—E1) ~ Ljg, (Zi:Q E;) et Og, (E1)
sont en particulier amples ce qui est absurde puisque E;NE;, est de dimension
> 1. Finalement j; = 1 et k; < n pour 1 <4 <. Si k; = n alors det(\g,)
est génériquement non nul puisque le diviseur E est contracté par w. Ceci est
a nouveau exclu car A\|g, s’annule sur le sous-fibré Og, (—E1) C Q%qu. Ceci
démontre les égalités k; =n — 1 pour 1 < i <.

Lemme 3.3. Le lieu exceptionnel E de m a exactement deux composantes
irréductibles dont l'intersection est conneze.

Démonstration. Le fibré canonique wyx de X est isomorphe a L~ (=1 par
la proposition 3.2 et wg, =~ LFE”(— > j»i Bi NE;) par la formule d’adjonction.
Sil > 3 alors il existe iy € {1,...,1} tel que E;, rencontre au moins deux
autres composantes irréductibles de E et E;; est de Fano avec b2(E;,) = 1 par
la proposition 2.4. Notons {E;,, .. } P'ensemble des composantes rencon-
trant E;; (m > 3). Le diviseur E;, ﬂEzz C E;, est ample et en particulier con-
nexe. Si ba(E;,) = 1 alors E;, est de Fano et le fibré Ox (E;, )|g,, ~ Og,, (Ei,)
et sa restriction a E;; N E;, sont donc amples. Or le fibré Ox (—E;,)g, =~
Ok,, (—E;, ) est isomorphe au fibré Lg, (3_,;, E;) et sa restriction a E;; NE;,
est egalement ample, ce qui est absurde puisque E;, NE;, est de dimension > 1.
Il existe donc un isomorphisme (E;; NE;, CE;, )~ (P" 'xP" ! C Ppn-1(&,))
pour un entier @ > 0 convenable (voir proposition 2.4). Le fibré O, (E;, ) est

’L m

isomorphe au fibré L®p; Opr—1(—a—1) (voir proposition 2.4) et sa restriction
a Ej, NE;, ~ P~ 1 x P! est isomorphe au fibré Opn-1(1) X Opn-1(—a) qui
n’est pas ample, ce qui est a nouveau absurde. La connexité de I'intersection
des deux composantes irréductibles de E se démontre par des arguments ana-
logues. O

3.4. Posons i = is et £ = &. Soit enfin j := i 0 s ou s est 'involution
naturelle de P"~! x P~ Notons F et G les deux composantes irréductibles
de E. Posons W := H'(P"~!, Op.1(1)).

Proposition 3.5. Le lieu exceptionnel E de w est isomorphe au recollement
de deux copies de Ppn-1(&) le long de P~ xP" 1 viq les immersions fermées
i etj.
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Démonstration. Notons H = F N G. La proposition 3.2 et la formule
d’adjonction donnent wg =~ L‘_F”(—H) et wg ~ Lg"(=H). Si by(H) =1 alors
F et G sont de Fano et by(F) = ba(G) = 1 par la proposition 2.4. Les fibrés
Lip et Or(G) sont amples et Op(—F) I'est donc également. Le fibré Oq(F)
est ample et H = F N G est de dimension au moins 1, ce qui est finalement
absurde. On a donc ba(H) > 2 et H est isomorphe & P! x P"~! toujours par
la proposition 2.4. Supposons F isomorphe & P3 ou Q5 (n = 2). La restriction
du fibré Ox(—F) = L® Ox(G) & H = P! x P! est en particulier ample et on
a donc by (G) > 2, puisque Ox (F) ¢ est effectif et FNG est de dimension > 1,
et H C G est isomorphe a P! x P! C Ppi(&,,). La restriction de Ox(—F)
a Pt x Pl est Opi(ag) X Opi(—1) ou Opi(—1) X Op:1(ag) (voir proposition
2.4) qui n’est pas ample, ce qui est absurde.

Il existe ainsi un isomorphisme de H C F (resp. H C G) sur P*~!xP"~! C
Ppn-1(Eqyp) (resp. PP 1 x P 1 C Ppa-i1(E,y)) tel que la restriction de L a F
(resp. G) soit isomorphe & Op(1) ® pEOpn-1(1) (resp. Oc(l) @ p&Opn-1(1))
olt pr (resp. pg) est la projection de F (resp. G) sur P*~1. Enfin, Op(—H) ~
L' ® pi(Opn-i1(arp +1)) et Og(—H) ~ L @ p(Opn-1(ag +1)).

Soit ¢ C H une droite, i.e., ((.L) := deg,(Lj,) = 1, verticale pour pg. Le
fibré Ox(F), =~ Og(H) est isomorphe & L ® pg(Opn-1(—ag — 1)) et en
particulier (¢.Ox(F)) = 1. La restriction de Ox(F) & F est isomorphe & L‘_F2 ®
pp(Opn-1(ar + 1)) et donc (£.0x(F)) = =2 + (ap + 1)deg,(pp(Opn-1(1)}¢))-
La droite £ est donc horizontale pour pr et la restriction de pr X pg & H est un
isomorphisme de H sur P~ x P!, autrement dit, les restrictions de pp et
pa a H s’identifie aux deux projections de P?~! x P*~! sur P" ! via les deux
isomorphismes de H sur P"~! x P"~!. On a donc deg,(p;(Opn-1(1)¢)) = 1
et ap = ag = 2.

Le lieu exceptionnel E s’identifie donc au recollement de deux copies de
Pp.-1(€) le long de P*~! x P"~! et 'automorphisme de P"~! x P"~1 induit
par les deux isomorphismes de H sur P"~1 x P"~! est de la forme (z,y) —
(a(y), B(z)) ol v et B sont deux automorphismes de P*~1.

Il reste & vérifier que tout automorphisme de P"~! x P"~! de la forme
(r,y) — (a(z), B(y)) ot a et B sont deux automorphismes de P"~! est
la restriction & P"~! x P"~! d’un automorphisme de Pp.-1(€) stabilisant
Pl x Pl

Fixons un automorphisme 3 de P*~! et notons encore 3 I’automorphisme
linéaire de W ® Opn-1 correspondant. L’automorphisme de Pp.-1(£) au
dessus de P"~! induit par Id @ 3 stabilise P"~! x P*~! et sa restriction a
P 1 x P! est (x,y) — (z, B(y)). Soit a un automorphisme de P"~ 1.
Fixons des isomorphismes a*Opn-1(2) ~ Opn-1(2) et W ® Opn-1 ¥~ W ®
Opn-1. L’isomorphisme o*& ~ & déduit des deux précédents induit un
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automorphisme de Ppn-1(€) au dessus de a qui stabilise P"~! x P"~! et
sa restriction & P71 x P"~1 est de la forme (x,y) — (a(x), 5'(y)) ou 3 est
un automorphisme de P71, O

Lemme 3.6. On a H'(F, Ty ® Op(=F)) = H (G, Tg ® Og(=G)) =0 et
H'(E, Tx ® Og(—iE)) = 0 pour touti > 1 sin > 3.

Démonstration. Les faisceaux Ripp,(Op(k)) sont nuls pour j € {1,2}
et k € Z. 1l existe donc un isomorphisme H'(F, Op(k) @ piOpn-1(1)) =~
H (P!, S¥(Opn-1(2) W ® Opn-1) ® Opn-1(l)) pour i € {1,2} et k, | € Z.
Le groupe H (F, Op(k) @ pOpn-1(1)) est donc nul pour k,1 € Z si i = 1
et pour | > —3 si i = 2. Les groupes H'(F, pi(Tpn-1(l)) ® Or(k)) et
H' (P!, Tpn1(l) ® S*(Opn-1(2) ©W ® Opn-1)) sont également isomorphes
pour k, | € Z et donc nuls pour [ > —3.

La longue suite exacte de cohomologie déduite de la suite exacte courte

(0 — O — pp(Opn-1(—2) 8 W' ®@ Opn-1) ® Or(1) — Tg/pn-1 — 0)
20 (k) & pOpn1 (1)
et les annulations précédentes donnent ’annulation du groupe
H'(F, T /pr-1 @ Op(k) ® ppOpn-1(1))

pour I > —3 et, de méme, la longue suite exacte de cohomologie déduite de la
suite exacte courte

(0 — Tr/pr-1 — Tp — prTpn-1 — 0) @ Op(k) @ ppOpn-1(1)

donne finalement annulation du groupe H*(F, Tp®Op (k)@piOpn-1(l)) pour

k+1> —3. Le fibré Op(—F) est isomorphe au fibré Or(2) ® ppOpn-1(—1) et

les groupes H'(F, Ty ® Op(—F)) et H (G, Tg ® Og(—G)) sont donc nuls.
La longue suite exacte de cohomologie déduite de la suite exacte courte

(0 — Tp — Txp — Np/x = Or(-2) ® ppOpn-1(1) — 0)
®0k(k) © ppOpa-1 (1)
donne 'annulation de H' (F, Txp®Or (k) @pyOpn-1(1)) pour | > —3. L'idéal

de E dans X est Irlg = IrNIg et la longue suite exacte de cohomologie déduite
de la suite exacte courte

(0 — Og(=F) = O0c(-1) @ p&Opn-1(2) — O — Op — 0)
®TX\E ® Or(—kE)

donne finalement ’annulation du groupe H' (E, T x|E®Ogr(—kE)) pour k > —3
et en particulier pour k£ > 0. g
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3.7. Soit ¢ une racine primitive cubique de 'unité et soit () le groupe
cyclique engendré par ¢. Notons V' = C?" /({) ou (¢) agit sur C?" par la
formule

C-(Zh 22y eey Z2n—1, ZQTL) = (Czh C2227 KRN CZQn—la C222n)

et X' I’éclatement normalisé de I'idéal maximal de o’ dans V' ot1 o est le point
singulier de V'. Notons E' = F' U G’ le diviseur exceptionnel et E; (resp. E;)
le i*®™¢ voisinage infinitésimal de E (resp. E') dans X (resp. X') pour i > 1.
Notons F; et G; (resp. F) et G}) les i®®™¢ voisinages infinitésimaux de F et
G (resp. F' et G') dans X (resp. X'). Fixons un isomorphisme 9, : E; ~ E}
(voir proposition 3.5) qui applique F (resp. G) sur F’ (resp. G').

Proposition 3.8. Il existe un isomorphisme 1o : Eo ~ Ej compatible
avec lisomorphisme 1 : E; ~ El.

Démonstration. L’obstruction a l'existence d’un morphisme E; — X’
étendant le morphisme E ~ E’ < X' est un élément de H*(E, Tx' @ Og(—E)) =
HY(E, Tx @ O/ (—E")) (voir [Gr71], Exposé 3, corollaire 5.2) nul par le lemme
3.6. Fixons un tel morphisme. Il se factorise & travers Ej et détermine un
morphisme ¢y : Eo — E) et, par restriction & Fy (resp. Gz), un morphisme
Yr, : Fo — Fy (resp. ¥q, : G2 — Gj) étendant la restriction 1p (resp.
Yg) de ¥ a F (resp. G). Montrons que 15 est en fait un isomorphisme.

L’obstruction & I'existence d’un morphisme Fy — F (resp. Fy — F’)
étendant lidentité F — F (resp. F — F') est un élément de
H'(F, Tr ® Op(=F)) (resp. H'(F/, Ty ® Op(—F’))) nul par le lemme 3.6.
Le schéma Fy (resp. F5) est donc un F-schéma (resp. F'-schéma) dont le fais-
ceau structural est isomorphe au quotient S®(Or(=F))/Or(—2F)S*(Or(-F))
(resp. S*(Op (=F"))/Op (—2F")S*(Op (—F'))). Les schémas Fy et F'5 sont
donc isomorphes.

Notons i et j les injections respectivement de Oq et Op/(—F’) dans O &
Op/(=F’) et notons p et g les projections sur O et Op/(—F’) respective-
ment. Remarquons enfin U'égalité ¢r,,Or, = ¥r,Or ® Yp, Or(—F) = Op &
Op/(=F’). Le morphisme d’anneaux Yp, + Op @ Op (-F) — Op @
Op/(=F') est déterminé par la dérivation

D = go g, oi € Derc(Op/, O (—F'))

et I'application Ops-linéaire p o ¢}, o j € Homp: (Op (—F'), Op (=F')) = C.
Nous noterons Ar I'élément de C correspondant a pot)g, oi. Notons enfin Dg €
Derc(Ogr, Og/(—G')) et A\¢ € Homg (Og/(—G'), Oc/(—=G")) les éléments
correspondants associés a Yq,.

Le morphisme #r, est un homéomorphisme et si Ap # 0 alors c’est un
isomorphisme de schémas. Supposons donc Ar # 0 et vérifions que ¥r, induit
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un isomorphisme de Fa NGy sur F5NGY. Soit U C F' un ouvert affine non vide
d’anneau A au dessus duquel le fibré Op/ (—F’) est trivial. Les anneaux O, (U)
et Op,(U) sont isomorphes & l'anneau A & A avec €2 = 0. Le morphisme
Yy, est a+eb i a+ e(Dr(a) + Apb). Soit h + ehy un générateur de I'idéal
de F5 N G5 dans Fy sur U. L’élément h est une équation du diviseur F' N G5
dans F’. La restriction de 15 & Fy N Gy se factorise a travers F/Q N G'2 et
I’élément 1/)1’52(11 + ehy) est donc dans 'idéal de Fo N Gy dans Fy. Ce dernier
est engendré par un élément de la forme uh + ehs ou u est inversible dans A.
Ecrivons 95, (h +¢ehy) = h +ehy avec hy = Dr(h) + Aphi. 1l existe donc une
relation h + ehy = (a + €b)(uh + €h3) = auh + £(ahs + buh) et en particulier
h = auh. L’élément a est inversible dans A et a + €b est donc inversible
dans A ®eA. L'image par ¢, de I'idéal de A @ €A engendré par h + eh; est
I'idéal—)g;, est un isomorphisme—engendré par ¢y, (h +ehy) et donc I'idéal
de Fo N Gy dans Fs.

Si Ar = 0 alors le morphisme 1r, se factorise & travers F' — F,,. L’image
schématique de Fo N G2 est en particulier un sous-schéma fermé de F’ et le
morphisme induit par 12 de Fo NGy vers F;, N G} n’est pas un isomorphisme.

En particulier, si Ap = 0 alors Ag = 0 et I'image schématique de Fo N Go
est donc le sous-schéma fermé F' N G’, autrement dit, il existe une rétraction
de l'inclusion E C E,, ce qui est exclu par le lemme 3.9.

On a donc finalement A\p # 0, A\g # 0 et 1o est bien I'isomorphisme
cherché. g

Lemme 3.9 (voir [De(T], lemme 2.8). Soit (R, m) un anneau local noeth-
érien et soit I C m? un idéal de R. S’il existe une section de la projection
canonique R — R/I alors I = 0.

Le lemme suivant et le lemme 3.6 nous assurent que l’isomorphisme ),
s’étend en un isomorphisme X ~ }/i/ des complétés formels de X et X’ le long
de E et E' respectivement. Les complétés 6V,o et @V/’O/ sont donc isomor-
phes (voir [Gr66], Chap. III, théoréme 4.1.5). Le théoréme d’approximation
d’Artin (voir [Ar68], corollaire 1.6) termine la preuve du théoreme.

Lemme 3.10 (voir [Mo82], Lemme 3.33). Soient X et X' deuz espaces
analytiques complexes réduits et irréductibles de méme dimension et E et B
deur diviseurs de Cartier effectifs sur X et X' respectivement. Notons E; (resp.
E.) le i**™m¢ woisinage infinitésimal de E (resp. E') dans X (resp. X') pour
i > 1. On suppose que X est lisse et qu’il existe un isomorphisme E;, ~ E;O
pour un ig > 2. Si Hl(E7 Tx ®Og(—iE)) = 0 pour i > iy alors l'isomorphisme
E;, ~ Ej s’étend en un isomorphisme X=X des complétés formels de X et
X' le long de E et E' respectivement.
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