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Introduction

Soient Y une variété projective normale, définie sur un corps algébriquement clos,
et M un fibré en droites ample sur Y. Soient Z := Py (Oy & M) et Oz(1) le fibré
tautologique sur Z. Le systéme linéaire |Oz(n) ® M"| est sans points bases pour
n >> 0. Le morphisme asssocié est la contraction de la section de fibré normal M~!
deZ — Y.

Soit X une variété projective normale, de dimension n > 2, définie sur un corps
algébriquement clos de caractéristique nulle. Un feuilletage en courbes sur X est la
donnée d’un fibré en droites L sur X et d’une application nonnulle  : Q;( — L7

Rappelons le résultat de Wahl (voir [Wa83]). Si L est ample alors L >~ Ox(Y),
ol Y C X est un diviseur integre et normal, et X s’identifie a la contraction de
la section de Py (Oy @ Oy(—Y)) —> Y de fibré normal Oy (=Y) (voir [Wa83],
Theorem 2). Si, de plus, X est lisse alors X est isomorphe a I’espace projectif P"
(voir [Wa83], Theorem 1).

Nous donnons une démonstration nouvelle, de nature géométrique, des résultats
de Wahl et d’un énoncé plus général.

Le lieu singulier du feuilletage (n, L) est le sous-schéma fermé Z(n, L) de X
dont I’idéal est I'image de I’application induite Q)l( ® L —> Ox. Une courbe
C C X, irréductible et réduite, est appelée une feuille si C ¢ Z(n,L) et si la
restriction n|c de n a C se factorise a travers I’application naturelle Q;q c— Qé

Théoreéme.— Soient X une variété projective normale, de dimension > 2, définie
sur un corps algébriquement clos de caractéristique nulle, non dénombrable, et
(n, L) un feuilletage en courbes sur X. Si L - C > 0 pour toute courbe C C X et si
Z(n,L) # @ alors L ~ Ox(Y), on Y C X est un diviseur integre et normal, et X
s’identifie a la contraction de la section du morphisme Py(Oy & Oy(-Y)) — Y
de fibré normal Oy (=Y). Les feuilles de (n, L) sont alors les images dans X des
fibres du morphisme précédent.

La preuve de ce résultat repose sur un critere d’algébricité des feuilles d’un feuil-
letage algébrique démontré de maniere indépendante par Bost (voir [BoO1], The-
orem 3.5) et Bogomolov-McQuillan (voir [BoMcO01]) : si Z(n,L) # @, alors
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Z(n, L)req est un point et les feuilles du feuilletage (n,L) sont des courbes
rationnelles passant par ce point.

Corollaire.— Soient X une variété projective lisse de dimension n > 2, définie sur
un corps algébriquement clos de caractéristique nulle, non dénombrable, et (, L)
un feuilletage en courbes sur X. Si L - C > 0 pour toute courbe C C X, alors ou
bien Z(n,L) = @ et X possede une fibration en droites projectives X —> Y, ou
bien Z(n, L) # 0 et X est isomorphe a ’espace projectif P". Dans le premier cas,
le feuilletage (n, L) est le feuilletage naturel Q;( — Q;( Y dont les feuilles sont
les fibres du morphisme X —> Y. Dans le second cas, les feuilles de (n, L) sont
les droites de P" passant par un point, le lieu singulier Z(n, L) du feuilletage, et L
est isomorphe au fibré Opn (1).

Le dernier résultat est la proposition suivante.

Proposition.— Soient X une surface projective normale, définie sur un corps
algébriquement clos de caractéristique nulle, non dénombrable, et (1, L) un feuil-
letage en courbes sur X. Si L - C > 0 pour toute courbe C C X, alors ou bien
Z(n,L) = 0 et X est une surface géométriquement réglée, ou bien Z(n, L) # O et
X vérifie les conclusions du théoréme.

1 Feuilletage

(1.1). Soient X une variété algébrique définie sur un corps k, lisse sur k et (n, L)
un feuilletage en courbes sur X. Soit n* : L — Ty I’application duale de 7.
Soit C C X une courbe irréductible et réduite, C ¢ Z(n, L). La courbe C est une
feuille du feuilletage (1, L) si et seulement si pour x € C un point général, les
sous-espaces vectoriels Tc x et L @ k(x) de Tx x sont égaux, ou ’on a identifié
L ® k(x) avec son image dans Tx , via n* ® k(x). Les notions de feuilletage et de
feuilles introduites plus haut sont donc les notions bien connues lorsque X est lisse
sur k.

Lemme 1.2. Soient X une variété algébrique définie sur un corps K de caractéristique
nulle et (n, L) un feuilletage en courbes sur X. Soit enfin n : X" — X la normal-
isation de X. Il existe alors une unique application n,, : 52;(,, — n*L~! étendant
n*n : n*Qy —> n*L~!et, de plus, n="(Z(n, L)1eq) = Z(1n, n*L)1eq.

Démonstration.— Spec(A) C X un ouvert affine au dessus duquel le fibré L est
trivial. Soit K le corps des fractions de A et A la cloture intégrale de A dans K.
Soit Da la dérivation de A définissant le feuilletage sur 1’ouvert considéré et soit
Dk la dérivation de K correspondante. La dérivation Dk satisfait Dk (A) C A (voir
[Se66]) et c’est I'unique dérivation de A induisant D4 sur A. La premiere assertion
du lemme est alors immédiate.

Soit I l’id_éal de Z(n, L) N Spec(A) dans A, et soit m D I un idéal maximal.
Soit J := mA. Comme DpA(A) C I C m, on a Dx(J) C J et, puisque k est de
caractéristique nulle, DK(\/j ) C V7. La dérivation Dx induit donc une dérivation
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de I’anneau A/+/J. Le schéma Spec(A/+/J) est lisse sur k, de dimension 0. La
dérivation précédente est donc identiquement nulle et Dg (A) C +/J. Ceci démontre
Iinclusion n = (Z (1, L) eq) C Z (1, 1¥L) eg-

Inversement, soit m C A un idéal maximal tel que Dg (A) C m. Alors Dk (A) =
Da(A) C A Nm. Ceci démontre I’inclusion Z(1,, n*L),.q C - (Z(1, L);eq) O

Corollaire 1.3. Soient X une variété algébrique définie sur un corps k de car-
actéristique nulle et (n, L) un feuilletage en courbes sur X. Soit C C X une courbe
projective, irréductible et réduite. Notons g(C) le genre géométrique de C. Si C est
une feuille de (n, L) alors 2g(C) —2+L-C <0.

Démonstration.— La restriction njc de n a C se factorise a travers I’application
naturelle Q;q c— QIC Notons n¢ : QIC — L|El’ I’application obtenue. Puisque
C ¢ Z(n, L), nc n’est pas identiquement nulle. Soitn : C* — C la normalisation
de C. D’apres le lemme précédent, il existe une unique application, non nulle,
nen Q]C’l — n*LIE1 étendant n*nc : n*Qlc — n*Ll_Cl. L’application nc» étant
Injective,

2g(C) — 2 = deg(Qfn) < degn*Li) =-L-C. O

Exemple 1.4. Si le corps de base est C et si B est une courbe projective, lisse, de
genre au moins 2, il existe un fibré vectoriel G de rang 2 et de degré 0 sur B dont
toutes les puissances symétriques sont stables. Soit S = Pg(G) la surface réglée
associée. Le fibré tangent relatif Ts;g C Ts est alors de degré > 0 sur toutes les
courbes de S (voir [Ha70], Example 10.6).

2. Feuilletage sur les surfaces

Le résultat de cette section est la proposition suivante. Les variétés et les morphismes
considérés sont définis sur un corps algébriquement clos fixé.

Proposition 2.1. Soient S une surface normale, B une courbe projective lisse de
genre g(B) > 1 et ps : S —> B un morphisme a fibres connexes. Soit F une fibre
générale de ps. Soient S’ une surface algébrique et qs : S —> S’ un morphisme
dominant. Soit (ns, Ls) un feuilletage en courbes sur S. Supposons le fibré Lg
numériquement effectif et supposons qu’une courbe C C S est contractée par qs si et
seulement siLg-C = 0. Supposons enfin que les courbes tracées sur S et contractées
par qs sont horizontales relativement a ps. Sous ces hypotheses, la surface S — B
est géométriquement réglée, le feuilletage vertical et Lg - F € {1,2}. SiLg-F=2
alors le feuilletage est régulier et le morphisme qs fini. Si Ls - F = 1, alors le lieu
singulier du feuilletage est I'unique section de ps contractée par qs.

Démonstration. — L application composée

N5 ~ Op — Qb — (Lg"F



22 S. Druel

est identiquement nulle car Lg - F > 0 et il existe donc une factorisation Qll: —

(Lg 1)\F- Les fibres générales de ps sont donc des courbes rationnelles lisses et
Ls-Fe{1,2}.

1% cas: Lg - F = 1.—Les fibres de ps sont irréductibles et génériquement réduites.
La surface S — B est donc géométriquement réglée.

Soit G un fibré de rang 2 sur B, normalisé, de sorte que S = Pg(G) (voir
[Ha77]). Notons Co C S une section de ps telle que Os(Cp) soit isomorphe au
fibré tautologique Os(1). Le groupe Num(S) est libre de rang 2 et engendré par
les classes de Cy et F. Le produit d’intersection est donné par les formules F> = 0,
Co-F=1etC)=—e=deg(G).

L’ application composée

Pl 5 af Ly
est nulle sur les fibres générales de pg et donc identiquement nulle. Le feuilletage
(ns, Lg) estdonc vertical relativement a ps, autrement dit, il existe une factorisation

1
Qé HQS/B

%
-1
LS
ou encore, des inclusions Ls C Ts;g C Ts. Il existe donc un diviseur effectif
Ds C Stel que Ts;p = Ls(Ds) et Dg - F = 1.
Soit Cy + bF la classe de Dg dans Num(S). La classe de Lg dans Num(S) est

donc Cy + (e — b)F et
Ls-Ds = (Co+ (e —=D)F) - (Co+bF) = —e+b+ (e —b) =0.
Si Dg est la composante horizontale de Dg et Dg sa composante verticale, alors
0=Ls-Ds =Lgs D! +Lg-D}
et, puisque Lg est numériquement effectif,
Ls-D¢ =Ls - DY = 0.

Le fibré Lg étant de degré > O sur les fibres de ps, le diviseur Dg est nul. Le lieu
singulier Dg du feuilletage (ns, Lg) est donc une section de ps contractée par gs.
L’unicité d’une telle section est bien connue.

28me cas: Lg-F = 2.—Ilexiste une résolution minimale et équivarianted : S| —> S
des singularités de S (voir [BuWa74], Proposition 1.2). Notons 1 : Qél —
d*LS_l le relevement de 7 : Qé — LS_l as;.

Le genre de B est > 1 et il n’y a donc pas de (—1)-courbe sur S; dominant B.
Supposons que la surface S| ne soit pas minimale. Son modele minimal est une
surface géométriquement réglée Sy et s’obtient a partir de S; en contractant des
(—1)-courbes dans les fibres de p;
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Le morphisme r; est I’éclatement d’un point de S; 1, de lieu exceptionnel E; C S;.
Notons L; = d*Lg. Le fibré L; est numériquement effectifetL; - F = Lg - F = 2.
Il existe un fibré L, sur S; et un entier j; € Z telsque L1 = JT]*Lz(lel ). Comme
L est numériquement effectif, j; < 0 et L, est également numériquement effectif.
L’inclusion Ts; — 7{Ts, donne les inclusions

0—> Ts, ®L; " — 7 (Ts, ® Ly ) (—jiE1)

et
0 —> 71,(Ts, ® L7 — Ts, @ L, !

puisque 71, Os, (—j1E1) = Os,. Enparticulier, HO(Sy, Ts, ®L1_1) c HO(S,, Ts,®
Ly h. L’argument précédent montre qu’il existe, pour tout 2 < i < k, des fibrés
numériquement effectifs L; sur S; et des entiers j; < 0 tels que

L; = n*Li+1(iEi)

et
HO(Si_1, Ts, , ® L)) c HO(S;, Ts, @ L.
D’ou
Ly = 7*Le(~E)

ol E est un diviseur effectif et m-exceptionnel. Soit enfin n; I’'image de n; €
HO(S1, Ts, ® L") dans HO(Sk, Ts, @ L ).

Soit G un fibré de rang 2 sur B, normalisé, de sorte que Sy = P (G). Notons
Co C Sk une section de py telle que Os, (Cp) soit isomorphe au fibré tautologique
Os, (1). Soit e = —deg(G).

L’ application composée

xol 9Pk 1 Mk g —1
piSeg — 25, — Ly

est nulle sur les fibres générales de pj et donc identiquement nulle. Le feuilletage
(nk, Lx) est donc vertical relativement a py, autrement dit, il existe une factorisation
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-

~1
Ly

ou encore, des inclusions Ly C Ts,/8 C Ts,. Il existe donc un diviseur effectif
Dy C Sk tel que Ts, /B = Lg(Dy). Enfin, Ly - F = 2.

Le fibré tangent relatif Ts, /g est de degré 2 sur la fibre F et Dy est donc vertical
relativement a py. La classe de Ts, /g dans Num(Sy) est 2Cy + eF et la classe de
Ly est donc 2Cy + (e — )F ot @ = Dy - Cy > 0. Le nombre L? = —4¢ est donc
< 0 d’une part et > 0 d’autre part puisque Ly est numériquement effectif, et donc
nul. D’ou

Dy =0etL; =2Cy + ¢F.

La relation L; = 7*L;(—E) donne L? = L,% +E2 =E2 Le premier de ces
deux nombres est > 0 puisque L est numériquement effectif et le second est < 0
puisque E est w-exceptionnel. D’ ot

E=0etL;-E; =a*L;-E; =0.

La (—1)-courbe E; est donc contractée par gs o d mais ne 1’est pas par d, par
minimalité de la résolution d : S; — S. La courbe d(E) n’est pas contractée
par gs car elle est verticale relativement a p;. La surface S est donc minimale et,
par ce qui précéde, L est isomorphe au fibré tangent relatif Ts, /.

Supposons qu’il existe une courbe irréductible C C S qui soit contractée par
gs o d. Soit aCy + bF sa classe dans Num(S1),

L;-C=2b—aeetC?>=alb — ae).

Le premier de ces deux nombres doit étre nul si C est contractée par gs o d et le
second strictement négatif, ce qui est absurde. La surface S est donc lisse, et le
morphisme gs est fini. Enfin, le feuilletage (ns, Lg) sur S est régulier. O

3 Fibrés projectifs

(3.1). Soit Y une variété algébrique définie sur un corps algébriquement clos. Soit
G un fibré vectoriel de rang 2 sur Y, extension d’un fibré en droites M par le fibré
trivial Oy,

0— 0Oy —G—M-—0.

Soit « la classe dans H' (2, M~1) de cette extension. Soient Z := Py(G) et p :
Z — Y le morphisme naturel. Soit ¥ la section de p correspondant au quotient
inversible M de G. L’idéal de X dans Z s’identifie au fibré Oz(—1).

Soit 2X le deuxieme voisinage infinitésimal de ¥ dans Z, c’est-a-dire, le sous-
schéma fermé de Z défini par I’idéal 122 Iz

Lemme 3.2. 1] existe un isomorphisme Pic(2¥) ~ Pic(X) & H'(Z, M.
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Démonstration.— Le morphisme p induit une rétraction de ’inclusion ¥ C 2X.La
suite exacte courte

0— M !~ IE/Z/IQE/Z — 05 — 05 — 0
donne la suite exacte de cohomologie
0— H'(z,M™ ) — H'(Z,0};) — H'(Z, 05).
La rétraction 2¥ — X induit en cohomologie une section de H! (z, OQXE) —

Hl(Z, O5) et, finalement,
Pic(2%) ~ Pic(Z) @ H'(Z, M~ 1). O

Le point suivant a été observé par Schroer.

Lemme 3.3 (voir [Sc00], Example 5.6). La classe du fibré Oz(1) ® p*M™! dans
Pic(2X) est (0, ).

Démonstration.— La classe du fibré Oz(1) ® p*M~! dans Pic(Z) est nulle. Soit U;
un recouvrement par des ouverts affines de ¥ ~ Y trivialisant le fibré M. Soit M;
la restriction de M a U; et s; € HO(U;, M;) une section partout non nulle. Soient
¥; : M; —> O; latrivialisation de M; induite pars; et f;; = ;o wj_l les fonctions
de transitions du fibré M sur les ouverts U;; := U; N U;. Soit G; la restriction de
G a U; et fixons un isomorphisme ¢; : G; —> O; & M; rendant le diagramme
suivant commutatif

0 Oi Gi Mi 0

0— 00— 0,00} — O; ——=0

Les fonctions de transitions ¢; o goj_ ! , sur les ouverts U;;, du fibré G sont de la forme

(¢7)
0 fij

Soit s/ la section duale de s; sur U; et posons, pour tout (i, j), &;j = g,-js;“U__ =
ij
%si*w- . Laclasse « € H' (£, M) est alors representée par le cocycle (o;;).
ij ij
Il reste a faire le calcul des fonctions de transitions du fibré Oz(1) au voisinage
de la section X. Posons Z; = p_l(Ul-) et Z;j :=2Z; NZ;. Notons S; = q)i_l(O, 1)
la section de Oz(1) au dessus de I’ouvert Z;. Sur Z; N {s; # 0}, goi_l(l, 0) = 15,

oll #; est une fonction réguliere sur I’ouvert considéré. Sur Z;; N {$; # 0},
§;=(p*fij + P gijt)si.
Notons que les ouverts Z; N{s; # 0} de Z recouvrent . Les fonctions de transitions
hjj du fibré tautologique sur les ouverts (Z; N {5; # 0}) N (Z; N {§; # 0}) sont
donc données par la formule
*l] — 14+ p*gl]
p* fij p* fij

.
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Il reste & remarquer que le fermé X est défini, sur 'ouvert Z; N {§; # 0}, par
I’annulation de la fonction ;. 0O

4. Démonstrations des résultats

La démonstration du théoréme occupe les paragraphes 4.1 2 4.7, la proposition sera
démontrée en 4.8 et le corollaire en 4.9.

(4.1). Fixons les notations. Soient X une variété projective normale, de dimension
n > 2, définie sur un corps k algébriquement clos de caractéristique nulle, non
dénombrable, et (1, L) un feuilletage en courbes sur X avec L - C > 0 pour toute
courbe C C X.

Six € X est un point général, la variante formelle du théoreme de Frobenius
fournit un unique sous-schéma formel de X complété en x, lisse en x, appelée la
feuille formelle de (n, L) en x (voir [Mi87]).

Fait 4.2.— Si x est un point général de X, la feuille formelle de (n,L) en x est
algébrique, autrement dit, son adhérence de Zariski dans X est une courbe.

Démonstration.—Notons X; le lieu singulier de X et X,; le
complémentaire de X dans X. Soit D}}, le diviseur des composantes de codi-
mension 1, comptées avec multiplicités, de Z(n, L) N X,,s et Dy, ’adhérence de
son support dans X. Notons 1%, : QL . — L I'x,, (=D ) le feuilletage in-
duit : le lieu Z(n},,, Lx,, (D%:,)) des zéros de ny;, est de codimension au moins 2

dans X,,5. Notons enfin X;- le complémentaire dans X de Z(nyy,, Lix,,, (D{s)), .4 Y

Z(n,L),,q — Dsqr- Remarquons enfin que le fermé X — X, est de codimension au
moins 2 dans X.

Le fermé X — (X,,; N X)) est de codimension au moins 2 dans X. Il existe donc
une courbe projective lisse B C X,,s N X, telle que

e B n’est pas une feuille du feuilletage (1%, Lx,, (Dia;)),
e B ¢ Dyys.

Notons I's € B x (X;;5s N X,) C B x X le graphe de B C X. Notons p et g
les projections de B x X sur B et X respectivement, p,s et g, leurs restrictions a
B x X Le feuilletage (1%, Lx,, (D%,)) induit un feuilletage sur B x X,

Qll?»XXm = p;lstIIB D q;zksgzgi,” — q;lksgz)l(ns — qns |Xm( D t)

Ce feuilletage est partout non nul le long de I'g et I'g ne lui est tangente en aucun
point. Par le théoréeme de Frobenius formel (voir [Mi87]), il existe un sous-schéma
formel V lisse de dimension 2 du complété formel B/x\an de B x X lelongdeI'p
admettant 'y comme schéma de définition ; les fibres du morphisme V — B sont
les feuilles formelles aux points correspondants de I'g. Le fibré normal Ny g de

T'g dans V est naturellement isomorphe a la restriction de g, Ljx,, (Dg;,) aT'g eten
particulier ample. Le schéma formel V est donc algébrique (voir [BoO1], Theorem
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3.5), autrement dit, il existe une surface S C B x X, irréductible et réduite, telle
que ' C Set V cSouSestle complété formel de S le long de I's. Les feuilles
de (n%;, Lix,, (D%,;)) aux points de B C X sont donc algébriques, et, puisque
B ¢ Dy, ces feuilles, sauf éventuellement un nombre fini, sont des feuilles du

feuilletage (n,L) sur X. O

4.3). La variété des feuilles.— Soit Chow(X) la variété de Chow de X (voir [Ko96])
des cycles effectifs sur X. Soit Y la normalisation de I’adhérence du lieu des points
de Chow(X) correspondants aux cycles irréductibles et réduits, de support les
feuilles du feuilletage (17, L), et soit Z C Y x X le cycle correspondant. Rappelons
que toute composante irréductible de Z domine une composante irréductible de Y.
Notons p et g les projections de Y x X sur Y et X respectivement, et Dz, q7 leurs
restrictions au support du cycle Z. L’ensemble des composantes irréductibles de
Y est au plus dénombrable et chacune de ces composantes est de type fini sur le
corps de base k. Le morphisme g est dominant (voir 4.2) et, puisque k n’est pas
dénombrable, 1’une des composantes irréductibles de Z domine X. Soit Y la com-
posante irréductible de Y correspondante et soit Z C Y x X le cycle correspondant.
Notons que le cycle Z est irréductible et réduit puisqu’il existe une partie dense de
Y dont les points correspondent a des cycles irréductibles et réduits de X. Soient
Pz et gz, les morphismes naturels vers Y et X respectivement. Notons toujours p
et g les projections de Y x X surY et X respectivement.

Fait 4.4.— Les fibres générales de pz sont des feuilles du feuilletage (n, L).
Démonstration.— Le feuilletage (1, L) sur X induit un feuilletage sur Y x X
Qex = PRy ® ¢ — ¢ — ¢*L7.
L application composée
IZ/YXX/I%/YXX — Qslfxx|z — q¢*'L7z

est nulle sur une partie dense de Z et donc identiquement nulle puisque le faisceau

g*L~! |z est sans torsion. Il existe donc une factorisation 7z : Q% — q*LlZ] etun
diagramme commutatif

1 1
Qyuxiz —>

|

q *,~ 1 z
Le lieu singulier Z(nz, g;L) est intersection schématique des fermés Y x Z(n, L)
etZ deY x X. L’application composée

PiQy — Qg — ;L7

est nulle sur les fibres générales de pz et donc identiquement nulle. Le feuilletage
(nz, q;L) est donc vertical relativement a pz, autrement dit, il existe une factori-
sation
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1
@ ——

l nz /
*Lfl
dz
Le fermé Z(nz, g;L) est un fermé propre de Z et ne rencontre les fibres générales
de pz qu’en un nombre fini de points. Lesdites fibres sont irréductibles et réduites

et sont donc des feuilles du feuiletage (17, g;L). Le morphisme g7 est ainsi bira-
tionnel. O

Fait 4.5.— Les feuilles du feuilletage (n, L) sont des courbes rationnelles de L-degré
1 ou?2.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate du corollaire 1.3. O

Nous dirons qu’une feuille est générale si le cycle correspondant est un point
général de Y.

Fait 4.6.— Si le L-degré d’une feuille générale est 2 alors Z(n, L) = @. Si ce degré
est 1, alors le support de Z(n, L) est un point et les feuilles générales passent toutes
par ce point.

Démonstration.— Supposons le L-degré d’une feuille générale égal a2 et Z(n, L) #
@.Soitx € Z(n, L). Soit Cyp C X une courbe projective passant par x et rencontrant
une feuille générale. Soit C; C Z une courbe projective telle que gz(C1) = Co.
Soient B la normalisation de pz(C;) et S C B x X le cycle correspondant ; S est
irréductible et réduit. Supposons, ce qui est toujours possible, que g(B) > 0. Soient
ps et gs les restrictions a S des projections de B x X sur B et X respectivement. Le
feuilletage (n, L) induit, comme ci-dessus, un feuilletage en courbes g : Qé —
q3 L~!. Le lieu singulier Z(ns, gsL) est intersection schématique des fermés B x
Z(n,L) et S de B x X. Soit Lg le fibré ggL. Soitn : S* — S lanormalisation de S
etny, : Qén — n*Lgl le relevement de 7s : Qé — Ls_1 a S" (voir Lemme 1.2).
Soit S’ := gs(S) C X et soit gsn := gs o n. Le fibré Lg» numériquement effectif
et une courbe C C S” est contractée par gs si et seulement si Lg» - C = 0. Enfin,
les courbes tracées sur S” et contractées par gs» sont horizontales relativement a
pst = ps o n. Les hypotheses de la proposition 2.1 sont satisfaites. La surface
S" — B est géométriquement réglée et le lieu singulier Z(ns», n*L) est vide
(si F est une fibre générale de ps», L - F = 2 par hypothese). Par choix de Co,
B+ @Bx{xhNSCBxZmn, L)ea) NS. Et, d’apres le lemme 1.2,

(B x Z(, L)rea) N'S) = n~ 1 (Z(ns, Ls)seq) = Z(nsr, 1*Ls)reas

ce qui est absurde. Le feuilletage (n, L) est donc régulier.

Supposons maintenant le L-degré d’une feuille générale égal a 1. Supposons
Z(n, L) # Petsoientx, x’ € Z(n, L). Soitmaintenant Co C X une courbe compléte
passant par x, x’ et rencontrant une feuille générale. Utilisons la méme construction
que ci-dessus et les mémes notations. Par hypothese, L - F = 1 et le lieu singulier
Z(nsn, n*L) est donc une courbe irréductible contractée par gs (voir proposition
2.1). Par choix de la courbe Cyp, (B x {x}) NS #@Pet B x {x'}) NS # @. D’ou
x = x'. Un argument analogue montre que Z(n, L) n’est pas vide. O
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4.7). Supposons maintenant Z(n, L) # (. D apres les résultats démontrés en 4.5
et 4.6, le L-degré d’une feuille générale est égal a 1. Quitte a remplacer Z par sa
normalisation, supposons Z normale. Le morphisme pz est alors lisse (voir [Ko96],
Theorem II 2.8). Soit x € X le support de Z(n, L) (voir 4.6).

Le point, au coeur de la preuve du lemme de cassage de Mori, est le résultat
bien connu suivant. Si ps : S —> B est une surface géométriquement réglée et
gs : S —> S’ est un morphisme génériquement fini, il existe au plus une courbe,
irréductible et réduite, tracée sur S, horizontale relativement a pg et contractée par
qgs.

Les fibres du morphisme gz sont connexes par le théoreme de Zariski et, en
particulier, les composantes irréductibles des fibres de gz sont de dimension > 0.
L’une des composantes de ¥ := g, ! (x) est de codimension 1 dans Z (voir 4.6). On
déduit de la remarque précédente, que le fermé X est irréductible de codimension 1
dans Z, et que le morphisme gz induit un isomorphisme de Z — g, ! (x) sur X — {x}.

Soit B C Y est une courbe lisse générique, de genre g(B) > 0. La surface
123 ! (B) estla normalisation de son image S dans B x X. L’intersection X N p, ! B)
est donc I'unique section de p, '(B) —> B contractée par gz (voir Proposition
2.1). Le morphisme ¥ — Y induit par pz est donc birationnel et fini : c’est un
isomorphisme.

Soit G = pz,0z(X). Le schéma Z — Y s’identifie au fibré projectif
Py(G) — Y et le fibré Oy(X) au fibré tautologique Oy (1). La section ¥ de
pz correspond a un quotient inversible M de G sur Y. Le fibré G est une extension
de M par le fibré trivial Oy

0— 0Oy —G—M—0.

Soit « la classe dans H' (£, M) de cette extension. Le fibré gL est de degré 1
sur les fibres de pz et sa restriction a X est triviale. Il est donc isomorphe au fibré
Oz(1) ® pyM~1.

Soit 2% le deuxieme voisinage infinitésimal de ¥ dans Z. La classe du fibré
Oz(1) ® p3M~! dans Pic(2X) ~ Pic(Z) @ H (X, M~} est (0, a) (voir Lemme
3.3). La classe du fibré g7 L dans Pic(2X) étant nulle, la classe o I’est également.
L’extension définie par o est donc scindée et le morphisme gz s’identifie a la
contraction de la section de Py(Oy & M) —> Y de fibré normal M. La section
de fibré normal M~! ne rencontre pas la section précédente, et le diviseur associé
dans X, noté Ox(Y), s’identifie au fibré L. 0O

(4.8). Démonstration de la proposition. — Supposons X de dimension2 etZ(n, L) =
@. Soit Cy C X une courbe complete générale. Reprenons la construction et les
notations de 4.6. Par hypothese, L - F = 2. Les surfaces S” et Z sont égales. Le
morphisme gg» est fini sur 8" = X (voir proposition 2.1) et birationnel (voir 4.4).
C’est donc un isomorphisme. 0O

(4.9). Démonstration du corollaire. — Supposons X lisse de dimension > 2 et
supposons le L-degré d’une feuille générale égal a 2. Le feuilletage (n, L) est donc
régulier par 4.6. Les feuilles dudit feuilletage sont algébriques par un argument
analogue a celui utilisé en 4.2 et lisses puisque X I’est. Ce sont donc toutes des
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courbes rationnelles lisses de L-degré 2. De plus, les composantes irréductibles des
fibres ensemblistes de pz sont toutes des feuilles et donc de L-degré 2 par ce qui
précede. Les fibres de pz sont donc irréductibles et génériquement réduites et le
morphisme pz est en fait lisse (voir [Ko96], Theorem II 2.8). Le morphisme gz
est birationnel et fini et c’est donc un isomorphisme. Ceci démontre la premiere
assertion du corollaire.

Supposons le L-degré d’une feuille générale égal a 1. Les variétés Y et Z sont lisses
puisque X ’est. Le lieu exceptionnel de gz est un diviseur irréductible contracté
sur un point x € X, le support de Z(n, L). Un résultat de Moishezon dans le
cadre analytique complexe et de Luo dans un contexte algébrique entraine que le
morphisme gz est ’éclatement de centre x (voir [Lu93]). Par suite, Y =~ P et
M =~ Opn-1(—k) avec k > 0. La lissité de X entraine finalement k = 1 et X >~ P".
O
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