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1. Introduction

Unestructure de contactsur une varíet́e alǵebrique lisse est la donnée d’un
sous-fibŕeD ⊂ TX de rang dimX − 1 de sorte que la formeOX -bilinéaire
surD à valeurs dans le fibré en droitesL = TX/D déduite du crochet de
Lie surTX soit non d́eǵeńeŕee en tout point deX. Cela entrâıne queX est
de dimension impaire2n + 1 et que le fibŕe canoniqueKX est isomorphe
à L−1−n. On peut aussi d́efinir la structure de contact par la donnée d’un
élémentθ ∈ H0(X, Ω1

X ⊗ L), la forme de contact, tel queθ ∧ (dθ)n soit
partout non nul.

Les espaces projectifs complexes et les variét́esPY (TY ), où Y est une
variét́e lisse, sont des exemples de variét́es de contact.

En quelques mots, unevariét́e torique est une compactification
équivariante d’un tore ([D], [O1], [O2] [F]).

L’ étude des variét́es de contact se révèle difficile. En dimension 3, elles
ont ét́e classif́ees par Y-G.Ye ([Y]) en utilisant la théorie de Mori. D’autres
auteurśetudient les structures de contact sur les variét́es de Fano ([B], [L]),
mais les ŕesultats ne sont ici encore que partiels.

Le résultat principal de ce travail est le

ThéorèmeSoitX une varíet́e torique projective lisse de dimension2n + 1
(n ≥ 1), définie sur le corpsC des nombres complexes et munie d’une struc-
ture de contact.
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Alors X est soit isomorphèa l’espace projectif complexeP2n+1, soit
isomorphèa la variét́e PP1×···×P1(TP1×···×P1).

Remerciements: je tiensà exprimer toute ma gratitudèa A.Beauville pour
m’avoir soumis ce problème et pour l’aide qu’il m’a apporté.

2. Rappels et notations

Soit X une varíet́e projective lisse sur le corpsC des nombres complexes.
Le produit d’intersection entre 1-cycles et diviseurs met en dualité les deux
espaces vectoriels réels :

N1(X) = ({1-cycles}/ ≡) ⊗ R etN1(X) = ({diviseurs}/ ≡) ⊗ R,

où ≡ désigne l’́equivalence nuḿerique. La dimension commune de ces es-
paces vectoriels est appelée lenombre de PicarddeX. On consid̀ere le ĉone
NE(X) ⊂ N1(X) engendŕe par les classes des 1-cycles effectifs. Uneraie
extŕemaleest une demi-droiteR dansNE(X), adh́erence deNE(X) dans
N1(X), vérifiantKX .R∗ < 0 et telle que pour toutZ1, Z2 ∈ NE(X), si
Z1 +Z2 ∈ R alorsZ1, Z2 ∈ R ([M]). Une courbe rationnelle extŕemaleest
une courbe rationnelle irréductibleC telle queR+[C] soit une raie extŕemale
et −KX .C ≤ dimX + 1. Toute raie extŕemaleR est engendŕee par une
courbe rationnelle extŕemale et admet une contraction, c’est-̀a-dire qu’il

existe une varíet́e projective normaleY et un morphismeX
φ−→ Y , surjectif

à fibres connexes, contractant les courbes irréductiblesC telles que[C] ∈ R
(théor̀eme de Kawamata-Shokurov).

Dans le cas des variét́es toriques, nous avons un résultat plus pŕecis
([R]). Soit X une varíet́e torique projective lisse associée à l’éventail∆.
Nous utiliserons les notations de T.Oda ([O2]). Il existe alors deséléments
τ1, . . . , τs ∈ ∆(d − 1) tels que :

NE(X) = NE(X) = R
+[V (τ1)] + . . . + R

+[V (τs)].

Les demi-droitesR+[V (τi)] sont appeĺeesraies extŕemales ǵeńeralisées.
SoitR ⊂ NE(X) une raie extŕemale ǵeńeraliśee. Alors il existe une variét́e

torique projectiveY et un morphisméequivariantX
φ−→ Y qui soit une

contraction au sens de Mori. NotonsA ⊂ X le lieu exceptionnel deφ et
B = φ(A) :

X
φ−−−→ Y

∪ ∪
A

φ|A−−−→ B
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Alors A et B sont deux strates toriques irréductibles, le morphisme

A
φ|A−→ B est plat et ses fibres sont des espaces projectifs pondéŕes. En-

fin, lorsque la contraction est de type fibrée, la varíet́e Y est ŕegulìere et le
morphismeφ est lisse.

Rappelons enfin un résultat ǵeńeral de J.Wisniewski ([W1], [W2]) sur le
lieu exceptionnel d’une contraction extrémale. SoitF une fibre non triviale
d’une contractiońelémentaire associéeà la raie extŕemaleR. Nous appelons
lieu deR, le lieu des courbes dont la classe d’équivalence nuḿerique appar-
tient àR. On a alors l’ińegalit́e :

dimF + dim(lieu deR) ≥ dimX + `(R) − 1,

où `(R) désigne lalongueurde la raie extŕemaleR :

`(R) = inf{−KX .C0|C0 étant une courbe rationnelle etC0 ∈ R}.

3. Preuve du th́eorème

Lemme 1 SoitY une varíet́e torique projective lisse de dimensionn et E
un fibŕe vectoriel de rangr + 1 surY . On suppose queX = PY (E) est une

variét́e torique et que le morphisme naturelX
φ−→ Y estéquivariant.

Alors le fibŕeE est totalement d́ecompośe.

DémonstrationNotonsT le tore de dimensionn + r agissant surX, T
′

le tore de dimensionn agissant surY etT
φ∗−→ T

′
le morphisme de groupes

algébriques associé àφ. Les hypoth̀eses faites entraı̂nent que ce morphisme
est surjectif. NotonsN le noyauN = ker(φ∗), c’est un groupe alǵebrique
produit d’un toreT

′′
de dimensionr par un groupe fini.

PuisqueX est une varíet́e torique, le fibŕe OX(1) estT -linéariśe et en
particulierT

′′
-linéariśe. Le toreT

′′
agissant trivialement surY , il en résulte

facilement que le fibŕe E estT
′′
-linéariśe. Par suite, le fibŕe E est somme

directe de ses composantes isotypiques :

E = ⊕χ∈X(T ′′ )Eχ

où X(T
′′
) désigne le groupe des caractères deT

′′
. Si l’un des fibŕes vecto-

riels Eχ est de rang suṕerieur òu égalà deux, nous allons voir qu’un sous-
tore non trivial deT

′′
agit trivialement surX, ce qui est impossible. Notons

χ1, . . . , χk (k ≥ 1) les caract̀eres deT
′′

intervenant dans la décomposition
préćedente et supposons quek ≤ r − 1. Consid́erons la composante neutre
de l’intersection des noyaux de ces caractères. Par construction, l’action de
ce tore sur le fibŕeE est triviale, ce qui est la conclusion souhaitée. 2
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Lemme 2 SoitX une varíet́e torique projective lisse de dimensionn ≥ 1
dont le fibŕe tangent est totalement décompośe.

AlorsX est isomorphèa P
1 × . . . × P

1.

DémonstrationNotons∆ l’ éventail d́efinissant la varíet́e toriqueX, T le
tore agissant surX etN = Homgr. alg.(Gm, T ). Par hypoth̀ese, il existe des
fibrés en droitesL1, . . . , Ln surX tels queTX = L1⊕· · ·⊕Ln. Remarquons
que le fibŕe tangent est naturellement linéariśe puisque, sit ∈ T ,d(t.) définit
un automorphisme du fibré tangent̀a X. Par un ŕesultat de A.A.Klyachko
([K] thm.1.2.3), on peut toujours supposer que l’isomorphisme préćedent est
équivariant, pour un choix convenable de linéarisations des fibrésLi , (1 ≤
i ≤ n).

Prenonsσ ∈ ∆(n) et consid́erons l’ouvertUσ qui lui est associé. Puisque
la varíet́e toriqueX est lisse,σ = R

+e1,σ+. . .+R
+en,σ où (e1,σ, . . . , en,σ)

est une base deN . Par d́efinition Uσ = Spec(C[M ∩ σ∗]), où M =
Homgr. alg.(T, Gm) = HomZ(N, Z). Notons(x1,σ, · · · , xn,σ) la base duale
de (e1,σ, . . . , en,σ). Les (xi,σ)1≤i≤n sont naturellement des caractères de
T et forment un système de coordonńees locales surUσ. Nous notonsϕσ

l’isomorphisme surCn ainsi obtenu. L’action du tore est alors donnée par
la formulet.(x1,σ, . . . , xn,σ) = (x1,σ(t)x1,σ, · · · , xn,σ(t)xn,σ). Aussi, les
sectionssi,σ = ϕ∗

σ(∂xi,σ) ∈ H0(Uσ, TX) sont semi-invariantes, engen-
drent le fibŕe tangent en tout point deUσ et sont respectivement associées
aux caract̀eres(xi,σ)1≤i≤n. On v́erifie enfin qu’une section du fibré tangent
semi-invariante relativementà l’un des caractèresxi,σ est multiple de la sec-
tion si,σ correspondante. On peut trouver pour chaque fibréLi, une section
qui soit semi-invariante soutT et qui engendre le fibré en tout point deUσ.
La somme directe de ces sections fournit donc une trivialisation du fibréTX

au dessus de l’ouvertUσ qui est d́efinie parn sections semi-invariantes. En
évaluant ces sections en l’unique point fixe deUσ, on v́erifie que les car-
act̀eres correspondants sont les(xi,σ)1≤i≤n. Il en résulte que chaque section
si,σ trivialise l’un desLj . Par suite, siσ′ est un autre ĉone de dimensionn,
l’image de la droiteC∗si,σ |Uσσ′ (1 ≤ i ≤ n) par la fonction de transition

ϕσ′ϕ−1
σ est l’une des droitesC∗si,σ′ |Uσσ′ (1 ≤ i ≤ n). Autrement dit, la

matrice associéeà la fonction de transitionϕσ′ϕ−1
σ exprimée dans les bases

(si,σ′ |Uσσ′ )1≤i≤n et (si,σ |Uσσ′ )1≤i≤n n’a qu’un seul terme non nul par ligne
et par colonne.

C’est ce ŕesultat que nous allons maintenant exploiter. Considérons un
côneτ ∈ ∆(n − 1) et soitσ et σ′ les deux ĉones de dimensionn sépaŕes
par τ . Il existe donc une famille(e1, . . . , en−1) d’éléments deN et deux
autreséléments deN , en et en+1, tels que les familles(e1, · · · , en−1, en)
et (e1, . . . , en−1, en+1) soient des bases deN et tels que l’on aitτ =
R

+e1 + · · · + R
+en−1, σ = τ + R

+en et σ′ = τ + R
+en+1. On a en



Structures de Contact sur les variét́es toriques 433

outre une relation :

en+1 + en +
n−1∑
i=1

αiei = 0,

où αi ∈ Z. Notons(x1, · · · , xn) la base duale de la base(e1, . . . , en−1, en)
et(z1, · · · , zn) la base duale de la base(e1, . . . , en−1, en+1). Le changement
de cartes est alors donné par la formule :

(z1, · · · , zn) 7→ (
z1

zα1
n

, · · · , zn−1

z
αn−1
n

,
1
zn

).

La fonction de transitionϕσσ′ est donc donńee par la matrice :



z−α1
n 0 . . . . . . 0 −α1z1z

−α1−1
n

0 z−α2
n

...
...

...
...

... ... ...
...

...
...

... ... 0
...

...
... z

−αn−1
n −αn−1z1z

−αn−1−1
n

0 . . . . . . . . . 0 −z−2
n




Il en résulte leśegalit́esα1 = . . . = αn−1 = 0 et doncen+1 = −en.
Soite ∈ ∆(1) et soitσ ∈ ∆(n) un ĉone donte est une face de dimension

1. On identifie le ĉonee et l’élément primitif deN qui le d́etermine. Alors il
existe une base(e1 = e, . . . , en) deN telle queσ = R

+e1+ . . .+R
+en. Le

côneR
+e2+. . .+R

+en est une face de dimensionn−1 deσ et donc d’apr̀es
ce qui pŕec̀ede, on a que−e ∈ ∆(1) et que le ĉoneR

+(−e1)+. . .+R
+en ∈

∆(n − 1). Il en résulte que±ei ∈ ∆(1) (1 ≤ i ≤ n) et que tous les ĉones
possibles de dimensionn formés sur ces vecteurs sont des cônes de l’́eventail
∆. Sie′ ∈ ∆(1), alorse′ est contenu dans l’un des cônes pŕećedents et donc
e′ est l’un des(±ei)1≤i≤n et on a donc d́etermińe tous les ĉones de dimen-
sion maximale, ce qui d́etermine∆ et termine la preuve du lemme. 2

ThéorèmeSoitX une varíet́e torique projective lisse de dimension2n + 1
(n ≥ 1) munie d’une structure de contact.

Alors X est soit isomorphèa l’espace projectif complexeP2n+1, soit
isomorphèa la variét́e PP1×···×P1(TP1×···×P1).

DémonstrationLa preuve de ce th́eor̀eme repose sur l’étude des contrac-
tions extŕemales deX. NotonsT le tore agissant surX. Puisque le diviseur
canoniqueKX deX n’est pas effectif, il existe une raie extrémaleR au sens
de Mori engendŕee par une courbe rationnelle lisseC T -invariante. Puisque
KX = −(n + 1)L, on a`(R) = n + 1 ou`(R) = 2n + 2, où `(R) désigne
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la longueur de la raie extrémaleR. Dans ce dernier cas,X est de Fano et
Pic(X) = Z ([W1] prop. 2.4). Il en ŕesulte queX est isomorphèa l’espace
projectif complexeP2n+1 ([O1] thm.7.1).

Il nous reste donc̀a étudier le cas òu `(R) = n + 1. NotonsX
φ−→ Y la

contraction de Mori associéeà la raieR, oùY est une varíet́e torique projec-
tive. NotonsT

′
le tore agissant surY . NotonsA ⊂ X le lieu exceptionnel

deφ etB = φ(A) :

X
φ−−−→ Y

∪ ∪
A

φ|A−−−→ B

Puisque la courbeC estT -invariante, elle est contractée sur un point fixey ∈
B sousT

′
. Le morphismeφ étant́equivariant, la fibreF = φ−1(y) au dessus

dey est doncT -invariante. Par suite, puisque cette fibre est irréductible, on
en d́eduit queF est une strate torique et donc queF est lisse puisqueX
l’est. La fibreF est donc isomorphèa un espace projectifPk (k ≥ 1) et,
puisqueC est une strate torique de la variét́e toriqueP

k, il en résulte que
la courbeC s’identifie à une droite dePk. Nous savons aussi qu’il existe
une courbe rationnelleC1 ⊂ X telle queC1 ∈ R et −KX .C1 = n + 1.
Mais, puisqu’il existe un diviseurD sur X tel queD.C = 1 et puisque
R = R

+[C], il en résulte facilement queC ≡ C1, de sorte queC.L = 1.
Par suite, on a(F, L|F ) = (Pk,OPk(1)).

PuisqueH0(Pk, Ω1
Pk(1)) = (0), la restriction de la forme de contactθ à

P
k est nulle et on v́erifie par un calcul en coordonnées locales que, pour tout

x ∈ P
k, le sous espace vectorielTPk(x) ⊂ D(x) est totalement isotrope

pour la forme alterńee de contact qui, par hypothèse, est non-d́eǵeńeŕee.
Il en résulte l’ińegalit́e k ≤ n et donc l’́egalit́e k = n puisque dimF ≥
`(R) − 1 = n. Utilisant à nouveau l’ińegalit́e de Wisniewski, on en déduit
que la contraction est de type fibrée et donc queY est ŕegulìere, de dimension
n + 1 et queφ est lisse.

Consid́erons la suite exacte :

0 −→ TX/Y −→ TX −→ φ∗TY −→ 0

La flècheTX/Y −→ L obtenue par composition avec la projectionTX −→
L étant identiquement nulle par le théor̀eme de Grauert et les résultats ci-
dessus, il existe une flèche surjectiveφ∗TY −→ L −→ 0 et donc un mor-
phismeX −→ PY (TY ) au dessus deY qui induit un isomorphisme sur
chaque fibre. Il en ŕesulte que ce morphisme est en fait un isomorphisme.
Le résultat d́ecoule alors des lemmes 1 et 2. 2
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