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1. Introduction

Unestructure de contactur une vagte algebrique lisse est la doée d’'un
sous-fibé D C Tx de rang dinX — 1 de sorte que la form@ x -bilinéaire
sur D a valeurs dans le fibren droited. = Tx /D déduite du crochet de
Lie surTx soit non dgerérée en tout point d&. Cela entrine queX est
de dimension impairén + 1 et que le fibé canoniquel x est isomorphe
a L~'~". On peut aussid@finir la structure de contact par la d&end'un
élementd € HY(X, 2% ® L), laforme de contactel qued A (df)™ soit
partout non nul.

Les espaces projectifs complexes et lesa@siPy (7y ), ou Y est une
variet lisse, sont des exemples de &##$ de contact.

En quelgues mots, uneariéte torique est une compactification
équivariante d'un tore ([D], [O1], [O2] [F]).

L’ etude des vagites de contact s&vele difficile. En dimension 3, elles
ontéte classiées par Y-G.Ye ([Y]) en utilisant la #orie de Mori. D’autres
auteursttudient les structures de contact sur lesataside Fano ([B], [L]),
mais les esultats ne sont ici encore que partiels.

Le résultat principal de ce travail est le

ThéoremeSoit X une varéte torique projective lisse de dimensign + 1
(n > 1), définie sur le corp& des nombres complexes et munie d’une struc-
ture de contact.
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Alors X est soit isomorph@ I'espace projectif complexg?"+1, soit
isomorphea la variete Ppi ... p1 (Tpi x...xp1 )-

Remerciementsje tiensa exprimer toute ma gratitudeA.Beauville pour
m’avoir soumis ce proleime et pour 'aide qu’il m’'a appaat

2. Rappels et notations

Soit X une varété projective lisse sur le corfds des nombres complexes.
Le produit d’intersection entre 1-cycles et diviseurs met en duk deux
espaces vectorielgels :

Ni(X) = ({1-cycled/ =) @ Ret N} (X) = ({diviseur§/ =) @ R,

ou = désigne leéquivalence nugrique. La dimension commune de ces es-
paces vectoriels est appellenombre de Picardle X . On consi@re le &ne
NE(X) C Ni(X) engende par les classes des 1-cycles effectifs. tiie
extremaleest une demi-droit& dansN E(X), adtérence deV E(X) dans

N1 (X), verifiant Kx.R* < 0 et telle que pour toufy, Z, € NE(X), si
71+ 75 € RalorsZy, Z, € R ([M]). Une courbe rationnelle exémaleest
une courbe rationnelle ieductibleC telle queR*[C] soit une raie exémale

et —Kx.C < dimX + 1. Toute raie extemaleR est engendre par une
courbe rationnelle exémale et admet une contractiociesta-dire qu'il

existe une vaété projective normal& et un morphismeX N Y, surjectif
afibres connexes, contractant les courbéslirctible<” telles quéC] € R
(théoreme de Kawamata-Shokurov).

Dans le cas des vates toriques, nous avons uésultat plus pcis
([R]). Soit X une varéte torique projective lisse asséeia I'eventail A.
Nous utiliserons les notations de T.Oda ([02]). Il existe alors&dfrments
Tl,...,Ts € A(d—1) tels que:

NE(X)=NEX)=RY[V(n)]+... + RT[V(7)].

Les demi-droitesR* [V (7;)] sont appedesraies extemales gréeralisees.
SoitR C NE(X) uneraie exémale g@rérali®e. Alors il existe une vagté

torique projectiveY” et un morphismeequivariantX Ly qui soit une
contraction au sens de Mori. Notors C X le lieu exceptionnel de et
B=¢(A):

x 25y

U U

424, p
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Alors A et B sont deux strates toriques éductibles, le morphisme

A MB est plat et ses fibres sont des espaces projectifsgiemdEn-
fin, lorsque la contraction est de type filb; la varéte Y est eguliere et le
morphismep est lisse.

Rappelons enfin urésultat @réral de J.Wisniewski ([W1], [W2]) sur le
lieu exceptionnel d’'une contraction e&inale. Soitr” une fibre non triviale
d’une contractioléementaire assaoeea la raie extemaleR. Nous appelons
lieu deR, le lieu des courbes dont la classégliivalence nugrique appar-
tienta R. On a alors liregalié :

dimF + dim(lieu deR) > dimX + ¢(R) — 1,
ou /(R) désigne ldongueurde la raie exémaleR :

((R) = inf{—Kx.Cy|Cy étant une courbe rationnelle@ € R}.

3. Preuve du threoreme

Lemme 1SoitY une varéete torique projective lisse de dimensioret £
un fibré vectoriel de rang + 1 surY. On suppose qu& = Py (&) estune

variété torigue et que le morphisme natudgl->s v estéquivariant.
Alors le fibie £ est totalement@&compos.

DémonstrationNotonsT le tore de dimensiom + r agissant surX, T

le tore de dimension agissant suy” etT’ 2T e morphisme de groupes
algébrigues assoen ¢. Les hypotléses faites entiiaent que ce morphisme
est surjectif. NotonsV le noyauN = ker(¢.), c’est un groupe akprique
produit d’un toreT”’ de dimension par un groupe fini.

PuisqueX est une va@te torique, le fibe Ox (1) estT-linéarie et en
particulier?”’-linéari®. Le torel” agissant trivialement sif, il en résulte
facilement que le fitk £ estT”-linéari. Par suite, le filir& est somme
directe de ses composantes isotypiques :

€ =D exaéx

ol X (T") déesigne le groupe des carams del””. Si I'un des fibés vecto-
riels &, est de rang sugieur ai égala deux, nous allons voir qu’'un sous-
tore non trivial deI’” agit trivialement sufX, ce qui estimpossible. Notons
X1,---,xk (k> 1) les caragtres deI"” intervenant dans laétomposition
précdente et supposons gue< » — 1. Considrons la composante neutre
de l'intersection des noyaux de ces cagaes. Par construction, I'action de
ce tore sur le fike £ est triviale, ce qui est la conclusion soubait O
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Lemme 2 Soit X une vareté torique projective lisse de dimensian> 1
dont le fibe tangent est totalemenédompos.
Alors X estisomorph@ P! x ... x P!,

DémonstrationNotons A I’ éventail é&finissant la vaéte torique X, 7' le
tore agissant suk et N = Hom,,. ., (G,, T'). Par hypotkse, il existe des
fibrésendroited, ..., L, surX telsqueTx = L1®---®L,. Remarquons
que le fibe tangent est naturellementéiari€ puisque, s € T', d(t.) définit
un automorphisme du fibrtangeng X. Par un ésultat de A.A.Klyachko
([K]thm.1.2.3), on peut toujours supposer que I'isomorphisnéegatent est
équivariant, pour un choix convenable deelimisations des fibsL; , (1 <

i <n).
Prenong € A(n)etconsi@rons |'ouvert/, quilui estassoé. Puisque
la variete toriqueX estlisseg = RTe; o +...+RTe, o 0U (€10, ,€n0)

est une base d&/. Par cfinition U, = Spe¢C[M N o*]), ou M =
Homy, q14.(T, G;) = Homy (N, Z). Notons(z1 4, - - -, zn») la base duale
de (e10,...,6n0). LES(7i4)1<i<n SONt Naturellement des caracts de
T et forment un systme de coordorées locales suv,. Nous notonsp,,
'isomorphisme sufC™ ainsi obtenu. L'action du tore est alors dé@enpar
la formulet.(z16,...,Zne) = (Z16(t)Z1,6, s Tno(t)Tne). Aussi, les
sectionss; , = ¢5(0s,,) € H°(U,, Tx) sont semi-invariantes, engen-
drent le fibé tangent en tout point dé, et sont respectivement assees
aux caragres(z; ) 1<i<n. ONn \erifie enfin qu’une section du fibtangent
semi-invariante relativemeat'un des caraéresr; , est multiple de la sec-
tion s; , correspondante. On peut trouver pour chaqué fipr une section
qui soit semi-invariante sodt et qui engendre le filkren tout point dé/,.
La somme directe de ces sections fournit donc une trivialisation ceifipr
au dessus de l'ouvetf, qui est @&finie pam sections semi-invariantes. En
évaluant ces sections en 'unique point fixeldg on \erifie que les car-
ackres correspondants sont(es, )1<i<y. Il en résulte que chaque section
si o trivialise I'un desL ;. Par suite, st’ est un autre@ne de dimension,
l'image de la droitGC*si70|Uml (1 < i < n) par la fonction de transition
o, est 'une des droite@*sw/ww, (1 < i < n). Autrement dit, la
matrice assoéiea la fonction de transitiop, ¢, ! exprimée dans les bases
(sl-p/'U i<i<n et(si,U‘UM,)lgign n’a qu’un seul terme non nul par ligne
et par colonne.

C’est ce esultat que nous allons maintenant exploiter. Carsids un
coner € A(n — 1) et soito eto’ les deux énes de dimension sepagés

par 7. Il existe donc une famillgey, ..., e,_1) d’éléments deV et deux
autresélements deV, e,, ete, 11, tels que les famillegey, - - -, e,—1, €5)
et (e1,...,en—1,6en+1) SOieNt des bases d¥ et tels que l'on aitr =

Rte; +--- +Rte,_1,0 = 7+ Rte, eto’ = 7 + Rte,pi. Onaen
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outre une relation :
n—1

€nt1 +€n + § a;e; =0,
i=1

ou «; € Z. Notons(z1, - - -, x,,) la base duale de laba&&, ..., e,—1,¢€,)
et(z1, -, 2,)labasedualedelabags, ..., e, 1,e,+1). Le changement
de cartes est alors doapar la formule :
z1 Zn—1 1
(21, 2n) — (%Tlavzzﬁvg)

La fonction de transitiorp,,, est donc donge par la matrice :

2,00 L 0 —ayz12, 0t
0 2z,
0

: .., —Qnp—1 —om_l—l
. - Zn —Qp_121%n

-2
0 ... ... 0 -2z,

Il en réesulte leegaliésa; = ... = a,—1 = 0 etdonce, 11 = —e,.

Soite € A(1) etsoitc € A(n)un dne dont est une face de dimension

1. Onidentifie le &nee et I'éléement primitif deV qui le determine. Alors il
existe unebasg; =e,...,e,) deN telleques = Rte; +...+RTe,. Le
coneR ey +...+R* e, estune face de dimensian- 1 des et donc d’apes
ce qui pecede,onaquee € A(l) etquele dneR*(—ey)+...+Rte, €
A(n —1). Il en résulte quete; € A(1) (1 < i < n) et que tous les@nes
possibles de dimensiarformés sur ces vecteurs sont déses de Eventail
A. Sie’ € A(1), alorse’ est contenu dans I'un deéres pecedents et donc
¢’ est'un deg+e;)1<;<y, €t 0N a donc étermiré tous les énes de dimen-
sion maximale, ce quiaermineA et termine la preuve du lemme. O

ThéoremeSoit X une varété torigue projective lisse de dimensidn + 1
(n > 1) munie d’une structure de contact.

Alors X est soit isomorph@ I'espace projectif complexg?"t!, soit
isomorphea la variéte Ppi ... p1 (Tpi x...xp1)-

DémonstrationLa preuve de ce #toleme repose surétude des contrac-
tions extemales deX. NotonsT le tore agissant suX. Puisque le diviseur
canoniquek y de X n’est pas effectif, il existe une raie egimaleR au sens
de Mori engendge par une courbe rationnelle ligS&-invariante. Puisque
Kx =—(n+1)L,onal(R) =n+10ul(R) = 2n+ 2, ou{(R) désigne
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la longueur de la raie e@maleR. Dans ce dernier cagf est de Fano et
Pic(X) = Z ([W1] prop. 2.4). Il en ésulte queX est isomorpha I'espace
projectif complexeP?"+! ([O1] thm.7.1).

Il nous reste donaétudier le casw/(R) = n + 1. NotonsX % Via
contraction de Mori assoeea la raieR, ol Y est une va@te torique projec-
tive. NotonsT" le tore agissant sur. NotonsA C X le lieu exceptionnel
degpetB =¢(A):

X %,y

U U

44, p

Puisque la courb€ estT-invariante, elle est contraa sur un point fixg €
BsousI” . Le morphisme étantequivariant, la fibré” = #~1(y) audessus
dey est doncl-invariante. Par suite, puisque cette fibre e€durctible, on
en ceduit queF' est une strate torique et donc gHeest lisse puisqu&’
I'est. La fibre I est donc isomorpha un espace projectit® (k > 1) et,
puisqueC' est une strate torique de la Vet toriqueP*, il en résulte que
la courbeC' s’identifie & une droite dé?*. Nous savons aussi qu'il existe
une courbe rationnell€; c X telle queC; € Ret—Kx.Cqy = n+ 1.
Mais, puisqu’il existe un diviseub sur X tel que D.C = 1 et puisque
R = RT[C], il en résulte facilement qué€' = C4, de sorte que’.L = 1.
Par suite, on &F, Lp) = (P*, Op« (1)).

PuisqueH(P*, (2}, (1)) = (0), la restriction de la forme de contath
P* est nulle et on &rifie par un calcul en coordogas locales que, pour tout
r € P¥, le sous espace vectorigh (r) C D(xr) est totalement isotrope
pour la forme alter@e de contact qui, par hypatbe, est non&tgeréree.
Il en résulte I'inegalie & < n et donc légalie & = n puisque dink’ >
¢(R) — 1 = n. Utilisanta nouveau l'ie¢galie de Wisniewski, on enétluit
gue la contraction est de type fidwret donc qu¥ est eguliere, de dimension
n + 1 et queg est lisse.

Consickrons la suite exacte :

0—>TX/Y—>Tx—>¢*Ty—>O

La flecheTx,,, — L obtenue par composition avec la projectibp —

L étant identiguement nulle par leéibreme de Grauert et legsultats ci-
dessus, il existe unegthe surjective*7yy — L — 0 et donc un mor-
phismeX — Py (7y) au dessus d& qui induit un isomorphisme sur
chaque fibre. Il enésulte que ce morphisme est en fait un isomorphisme.
Le résultat @coule alors des lemmes 1 et 2. 0
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