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1. Introduction

Soit X une variété compacte de type kählérien. Si X possède une métrique de
Kähler-Einstein et si ω est une forme de Kähler-Einstein alors sa première classe
de Chern c1(X) := c1(TX) ∈ H2(X, C) est négative, nulle ou positive et (voir
[CO75]) ∫

X
(2(n+ 1)c2(X)− nc1(X)2) ∧ ωn−2 ≥ 0.

Si l’inégalité précédente est une égalité, alors le revêtement universel de X est
isomorphe à Pn, Cn ou Bn (voir [Ti02] Theorem 2.13). Si (X, ω) est une variété
compacte kählérienne alors X possède une métrique de Kähler-Einstein si c1(X) =
0 (voir [Ya78]) ou si c1(X) < 0 (voir [Au76] et [Ya78]). Si c1(X) > 0, on
connaı̂t des obstructions à l’existence de métriques de Kähler-Einstein mais pas
de condition nécessaire et suffisante assurant l’existence de telles métriques (voir
[Ti02]).

Nous démontrons des résultats d’effectivité formellement analogues lorsque
X est projective et uniréglée et étudions les cas d’égalité. Rappelons que toute
variété de Fano est uniréglée. L’anneau de Chow des cycles algébriques modulo
l’équivalence rationnelle est un invariant important des variétés algébriques pro-
jectives et il est assez mal compris en général. Nos résultats montrent que certains
cycles formellement analogues aux cycles considérés ci-dessus sont effectifs.
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2. Énoncés des résultats

2.1. Notations et hypothèses

Soit X une variété algébrique connexe, projective et lisse sur le corps C des
nombres complexes. Supposons X uniréglée, autrement dit, supposons que X soit
dominée par un produit P1 × Y où Y est une variété algébrique complexe de
dimension dim(X)− 1.

Une famille couvrante de courbes rationnelles est une composante irréductible
H du schéma des morphismes génériquement injectifs de P1 dans X telle que le
morphisme d’évaluation P1 × H −→ X soit dominant (voir 5.4).

Une telle famille de courbes rationnelles existe puisque X est uniréglée. Pour
x dans X, soit Hx le sous-schéma fermé de H formé des morphismes de P1 dans X
qui envoient 0 sur x. Soit G0 ⊂ PGL(2,C) le stabilisateur de 0 ∈ P1. Le groupe G0

opère librement sur Hx par la formule g · f = f ◦ g−1 où g ∈ G0 et [f ] ∈ Hx . Il
opère diagonalement sur P1 ×Hx . Pour x général dans X, notons Vx := Hx//G0

et Ux := (P1 × Hx)//G0 les quotients géométriques et πx et ιx

Ux

ιx−−−→ X

πx

�
Vx

les morphismes naturels. Soit � := c1(X) · f∗P1 où [f ] ∈ H. L’entier � est au
moins égal à 2, Ux et Vx sont lisses de dimension �− 1 et �− 2 respectivement
(voir paragraphe 3).

La famille H est dite minimale si, pour x général dans X, le schéma Vx est
propre sur C (voir 5.6), ce que nous supposerons maintenant. Le morphisme ιx
est alors génériquement fini ([De01] Proposition 3.2).

Remarque 2.2. Il suffit, par exemple, de considérer une famille couvrante de
courbes rationnelles de degré minimal relativement à une polarisation donnée.

Rappelons qu’une application rationnelle ϕ : Y ��� Z est dite presque régulière
s’il existe un ouvert non vide dense Y0 de Y, un sous-schéma Z0 de Z tels que ϕ

se restreigne en un morphisme Y0 −→ Z0 propre.

Théorème. (voir Théorèmes 5.8 et 5.9 et Proposition 5.10). Sous les hypothèses
2.1, si x ∈ X est général et si U′x est une composante irréductible de Ux alors le
cycle

ιx∗(U′x) ·
(

c2(X)− �− 1

2�
c1(X)2

)
∈ A�−3(X)⊗Q

est effectif. Il est nul si et seulement s’il existe un morphisme fini X̂ −→ X
et une application rationnelle presque régulière ϕ : X̂ ��� Z dont les fibres
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générales sont des espaces projectifs sur C de dimension � − 1, tels que les
courbes rationnelles considérées soient les images dans X des droites contenues
dans les fibres de ϕ. S’il n’est pas nul, alors le cycle

ιx∗(U′x) ·
(

c2(X)−
(

�− 1

2�
+ 1

�2

)
c1(X)2

)
∈ A�−3(X)⊗Q

est effectif.

Remarques 2.3. Le cycle ιx∗(U′x) · c1(X)2 est également effectif pour x général
dans X (voir Théorème 5.8).

Remarquons que si X = P�−1 et que les courbes paramétrées par H sont des
droites alors le cycle

ιx∗(U′x) ·
(

c2(X)− �− 1

2�
c1(X)2

)

est nul et que si X est une quadrique lisse de P�+1 et que les courbes paramétrées
par H sont encore des droites alors le cycle

ιx∗(U′x) ·
(

c2(X)−
(

�− 1

2�
+ 1

�2

)
c1(X)2

)

est nul.
Si C est une courbe connexe, projective et lisse sur C et si X� := P�−1 × C

alors

c2(X�)− �− 1

2�
c1 (X�)

2 = 1

�
c1

(
P�−1) · c1(C).

Si le genre de C est ≥ 2 et si � ≥ 2 alors le cycle

c2(X�)− �− 1

2�
c1 (X�)

2

n’est pas effectif dans A�−2(X�)⊗Q.

Question 2.4. Sous les hypothèses 2.1, si pour un point x ∈ X général le cycle

ιx∗(Ux) ·
(

c2(X)−
(

�− 1

2�
+ 1

�2

)
c1(X)2

)
∈ A�−3(X)⊗Q

est nul, existe-t-il un morphisme fini X̂ −→ X et une application rationnelle
presque régulière ϕ : X̂ ��� Z dont les fibres générales sont des quadriques lisses
sur C de dimension �, tels que les courbes rationnelles considérées soient les
images dans X des droites contenues dans les fibres de ϕ ?

Si x ∈ X est général, la description globale du fibré tangent de Vx (voir
Proposition 3.7) et le calcul de c1(Vx) sont également donnés (voir Proposition
4.3).
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3. Fibré tangent des schémas de morphismes

3.1. Soit X une variété connexe, projective et lisse sur C. Soit n la dimension de
X et supposons n ≥ 1.

Soient Hom(P1, X) le schéma localement quasi-projectif sur C des mor-
phismes de P1 vers X et Hom(P1, X, 0 
→ x) ⊂ Hom(P1, X) le sous-schéma
fermé des morphismes f : P1 −→ X tels que f (0) = x où x ∈ X est donné (voir
[Mo79] Proposition 1).

Un morphisme non constant f : P1−→X est dit libre si H1(P1, f ∗TX(−1))=
0, autrement dit, si f ∗TX � OP1(a1)⊕ · · · ⊕OP1(an) avec a1 ≥ · · · ≥ an ≥ 0
(voir [Ko96] Definition II 3.1).

Soient enfin Hl ⊂ Hom(P1, X) l’ouvert des morphismes libres (voir [Ko96]
Corollary II 3.5.4) et, pour x dans X, Hl

x := Hom(P1, X, 0 
→ x) ∩ Hl.
Le schéma Hl

x est lisse sur C de dimension h0(P1, f ∗TX ⊗ I0) en [f ] ∈ Hl
x

(voir [Mo79] Proposition 2) où I0 est l’idéal de 0 dans P1.
Soient evx , px et qx

P1 px←−−− P1 × Hl
x

evx−−−→ X

qx

�
Hl

x

les morphismes naturels.

Proposition 3.2. Le fibré tangent du schéma Hl
x est naturellement isomorphe au

fibré

qx∗
(
ev∗xTX ⊗ p∗xI0

)
.

Démonstration. La restriction de la différentielle de evx à q∗xTHl
x

est identique-
ment nulle le long de p−1

x (0) ⊂ P1 × Hl
x et définit donc un morphisme

q∗xTHl
x
−→ ev∗xTX ⊗ p∗xI0

et, en prenant les images directes par qx , un morphisme

THl
x
−→ qx∗

(
ev∗xTX ⊗ p∗xI0

)
dont nous allons montrer qu’il est l’isomorphisme cherché.

L’espace tangent de Zariski à Hl
x en [f ] s’identifie naturellement à H0(P1, f ∗

TX ⊗ I0) (voir [Mo79] Proposition 2) et la différentielle de l’application evx en
(t, [f ]) ∈ P1 × Hl

x (voir [Ko96] Proposition II 3.4) est l’application

TP1,t ⊕ H0 (
P1, f ∗TX ⊗ I0

) −→ TX,f (t)

donnée par

(v, s) 
→ dft(v)+ s(t),
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où v ∈ TP1,t et s ∈ H0(P1, f ∗TX ⊗ I0). La composée de l’application

H0 (
P1, f ∗TX ⊗ I0

) � THl
x ,[f ] −→

(
qx∗

(
ev∗xTX ⊗ p∗xI0

))⊗ k([f ])

et de l’application naturelle d’évaluation des sections

ϕ[f ] :
(
qx∗

(
ev∗xTX ⊗ p∗xI0

))⊗ k([f ]) −→ H0 (
P1, f ∗TX ⊗ I0

)

est donc l’identité de H0(P1, f ∗TX ⊗ I0).
Il reste à remarquer que la formation de l’image directe qx∗(ev∗xTX ⊗ p∗xI0)

commute aux changements de bases, autrement dit, que l’application ϕ[f ] est un
isomorphisme (voir [Ha77] III Corollary 12.9).

Remarque 3.3. Soient ev et q

P1 × Hl ev−−−→ X

q

�
Hl

les morphismes naturels. La preuve de la proposition suivante est analogue à celle
de la proposition 3.2.

Proposition 3.4. Le fibré tangent du schéma Hl est naturellement isomorphe au
fibré q∗ev∗TX.

3.5. Soient Hb ⊂ Hom(P1, X) l’ouvert des morphismes génériquement injectifs,
et pour x dans X, Hb

x := Hom(P1, X, 0 
→ x) ∩ Hb.
Soient G := PGL(2,C) et G0 ⊂ G le stabilisateur de 0 ∈ P1. Le groupe G0

opère sur Hx par la formule g · f = f ◦ g−1 où g ∈ G0 et [f ] ∈ Hx . Il opère
diagonalement sur P1 × Hx .

L’ouvert Hb,l
x := Hb

x ∩Hl
x est stable sous G0 et l’action de G0 sur Hb,l

x est libre
au sens de la théorie géométrique des invariants : le morphisme G0 × Hb,l

x −→
Hb,l

x × Hb,l
x est en effet propre, radiciel (puisque les morphismes considérés sont

génériquement injectifs) et non ramifé (voir [Mo79] Lemma 9). De plus, les
quotients géométriques

Vb,l
x := Hb,l

x //G0 et Ub,l
x := (

P1 × Hb,l
x

)
//G0

existent et les schémas Hb,l
x et P1 × Hb,l

x sont des fibrés principaux de groupe G0

au-dessus des quotients Vb,l
x et Ub,l

x respectivement (voir [Mo79] Lemma 9). Les
schémas Vb,l

x et Ub,l
x sont en particulier lisses sur C. Soient πx et ιx

Ub,l
x

ιx−−−→ X

πx

�
Vb,l

x
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les morphismes naturels : πx est une fibration en droites projectives complexes.
Soit enfin σx ⊂ Ub,l

x la section de πx , quotient géométrique de {0} × Hb,l
x par le

groupe G0. La section σx est contractée par ιx sur x ∈ X.

Notation 3.6. Le fibré tangent relatif TY/Z d’un morphisme lisse g : Y −→ Z
sera noté Tg.

Proposition 3.7. Le fibré tangent du schéma Vb,l
x est naturellement isomorphe au

fibré

πx∗
( ((

ι∗xTX

)
/Tπx

)
(−σx)

)
,

où l’on a identifié Tπx
⊂ TUb,l

x
à son image dans ι∗xTX via la différentielle de

l’application ιx .

Démonstration. Notons rx et sx

P1 P1 × Hb,l
x

rx ��

qx

��

evx

��
px

�� Ub,l
x

ιx ��

πx

��

X

Hb,l
x

sx �� Vb,l
x

les morphismes de passage au quotient. Le fibré vectoriel s∗xTVb,l
x

s’identifie, via
la différentielle de sx , au conoyau de l’application

Tsx −→ THb,l
x
.

La différentielle de l’action de G0 sur Hb,l
x en (e, [f ]) ∈ G0 ×Hb,l

x est l’appli-
cation

H0 (
P1, TP1 ⊗ I0

)⊕ H0 (
P1, f ∗TX ⊗ I0

) −→ H0 (
P1, f ∗TX ⊗ I0

)

donnée par

(x, y) 
→ y − f∗x,

où x ∈ H0(P1, TP1 ⊗ I0) et y ∈ H0(P1, f ∗TX ⊗ I0). La formation des images
directes qx∗(Tqx

⊗ p∗xI0) et qx∗(ev∗xTX ⊗ p∗xI0) commute aux changements de
bases, autrement dit, les applications naturelles

(
qx∗

(
Tqx
⊗ p∗xI0

))⊗ k([f ]) −→ H0 (
P1, TP1 ⊗ I0

)

et
(
qx∗

(
ev∗xTX ⊗ p∗xI0

))⊗ k([f ]) −→ H0 (
P1, f ∗TX ⊗ I0

)
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sont des isomorphismes (voir [Ha77] III Corollary 12.9). Le sous-fibré vectoriel

Tsx ⊂ THb,l
x

s’identifie donc au sous-fibré vectoriel

qx∗
(
Tqx
⊗ p∗xI0

) ⊂ qx∗
(
ev∗xTX ⊗ p∗xI0

)
,

via l’identification THb,l
x
� qx∗(ev∗xTX ⊗ p∗xI0) donnée par la proposition 3.2. Ces

identifications sont G0-équivariantes. Le diagramme

P1 × Hb,l
x

rx−−−→ Ub,l
x

qx

� πx

�
Hb,l

x

sx−−−→ Vb,l
x

est un carré cartésien dans la catégorie des G0-schémas puisque l’action de G0 sur
Hb,l

x est libre. La restriction de la différentielle de rx à Tqx
induit un isomorphisme

équivariant de Tqx
sur r∗x Tπx

. Le morphisme sx étant plat, l’application

qx∗r
∗
x

(
Tπx

(−σx)
) � qx∗

(
Tqx
⊗ p∗xI0

) −→ qx∗
(
ev∗xTX ⊗ p∗xI0

)
� qx∗r

∗
x

(
(ι∗xTX)(−σx)

)
s’identifie donc à l’application

s∗xπx∗
(
Tπx

(−σx)
) −→ s∗xπx∗

((
ev∗xTX

)
(−σx)

)
de façon équivariante. L’isomorphisme équivariant

s∗xTVb,l
x
� s∗xπx∗

( (
(ι∗xTX)/Tπx

)
(−σx)

)

descend en l’isomorphisme cherché

TVb,l
x
� πx∗

(
((ι∗xTX)/Tπx

)(−σx)
)
.

Remarque 3.8. Le groupe G opère librement sur Hb,l par la formule g ·f = f ◦g−1

où g ∈ G et [f ] ∈ Hb,l (voir [Mo79] Lemma 9). Il opère diagonalement sur
P1 ×Hb,l. Les quotients géométriques Vb,l := Hb,l//G et Ub,l := (P1 ×Hb,l)//G
existent et les schémas Hb,l et P1 × Hb,l sont des fibrés principaux de groupe G
au-dessus des quotients Vb,l et Ub,l respectivement (voir [Mo79] Lemma 9). Les
schémas Vb,l et Ub,l sont donc lisses sur C. Soient π et ι

Ub,l ι−−−→ X

π

�
Vb,l

les morphismes naturels. Le morphisme π est une fibration en droites projec-
tives complexes. La preuve de la proposition suivante est analogue à celle de la
proposition 3.7.
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Proposition 3.9. Le fibré tangent du schéma Vb,l est naturellement isomorphe au
fibré π∗((ι∗TX)/Tπ), où l’on a identifié Tπ ⊂ TUb,l à son image dans ι∗TX via la
différentielle de l’application ι.

4. Un calcul de classe de Chern

Convention 4.1. Si F est un fibré vectoriel sur un schéma Y, PY(F) est le schéma
Proj(S•(F)).

4.2. Nous reprenons les notations de la section précédente. Soit Ex le fibré vectoriel
de rang 2 sur Vb,l

x donné par Ex := πx∗OUb,l
x
(σx). La section σx de πx correspond

à la donnée d’un quotient inversible Mx de Ex . Le fibré Ex est une extension

0 −→ OVb,l
x
−→ Ex −→ Mx −→ 0

du fibré inversible Mx par le fibré trivial OVb,l
x

et c2(Ex) = 0. Soit Lx := M⊗−1
x .

Le schéma Ub,l
x s’identifie au fibré projectif PVb,l

x
(Ex) au-dessus de Vb,l

x et l’idéal

de σx dans Ub,l
x s’identifie au fibré tautologique OP

Vb,l
x

(Ex)(−1).

Soit [f ] ∈ Hb,l
x et soit � := c1(X) · f∗(P1) ≥ 2. Le fibré en droites ι∗xωX est de

degré−� sur les fibres de πx et trivial sur σx . Il est donc isomorphe au produit de
� copies du fibré OP

Vb,l
x

(Ex)(−1)⊗ π∗x Mx .

Proposition 4.3. La première classe de Chern de Vb,l
x est donnée par la formule

c1(V
b,l
x ) = πx∗ι∗x

((
�+ 1

2�
− 1

�2

)
c1(X)2 − c2(X)

)
∈ Pic(Vb,l

x )⊗Q.

Démonstration. Soient A(Vb,l
x ) l’anneau de Chow de Vb,l

x et K(Vb,l
x ) son anneau de

Grothendieck. Soient ch : K(Vb,l
x ) −→ A(Vb,l

x ) le caractère de Chern exponentiel
et td(Tπx

) ∈ A(Ub,l
x ) la classe de Todd du fibré tangent Tπx

à πx . La formule utile
est la formule de Grothendieck-Riemann-Roch (voir [Fu98] Theorem 15.2) :

ch(πx !

(((
ι∗xTX

)
/Tπx

)(−σx)
))

= πx∗
(
ch

(((
ι∗xTX

)
/Tπx

)
(−σx)

) · td(Tπx
)
) ∈ A(Vb,l

x )⊗Q.

Rappelons que les morphismes paramétrés par Hb,l
x sont libres. Le faisceau

R1πx∗
((

(ι∗xTX)/Tπx

)
(−σx)

)
est donc nul,

πx !(((ι
∗
xTX)/Tπx

)(−σx)) = πx∗
(((

ι∗xTX

)
/Tπx

)
(−σx)

)
et, d’après la proposition 3.7,

ch(πx !

(((
ι∗xTX

)
/Tπx

)
(−σx))

) = ch
(

TVb,l
x

)
.
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La première classe de Chern de Vb,l
x est donc donnée par la formule

c1(V
b,l
x ) = ch

(
TVb,l

x

)
1
= πx∗

(
ch

(((
ι∗xTX

)
/Tπx

)
(−σx)

) · td(Tπx
)
)

2 .

Il reste à calculer la composante de codimension 2 du cycle

ch
(((

ι∗xTX

)
/Tπx

)
(−σx)

) · td(Tπx
)

= (
ι∗xch(TX)− ch(Tπx

)
) · ch

(
OUb,l

x
(−σx)

)
· td(Tπx

).

La formule

ι∗xc1(X) = �
(
σx + π∗x c1(Lx)

)
ainsi que les formules

ι∗xc1(X) · σx = 0

et

σ 2
x = p∗c1(Ex) · σx − c2(Ex) = −σx · π∗x c1(Lx) (voir [Fu98] Remark 3.2.4)

donnent

σx · π∗x c1(Lx) = 1

�2
ι∗xc1(X)2 − π∗x c1(Lx)

2

et

ι∗xc1(X) · π∗x c1(Lx) = 1

�2
ι∗xc1(X)2.

Le calcul donne (voir [Fu98] Example 3.2.3 et Example 3.2.4) :

ch
(
OUb,l

x
(−σx)

)
≤2
= 1− σx + 1

2
σx

2

= 1− σx + 1

2
(π∗x c1(Lx)

2 − 1

�2
ι∗xc1(X)2),

ch(Tπx
)≤2 = 1+ 2σx + π∗x c1(Lx)

+1

2

(
4σx

2 + π∗x c1(Lx)
2 + 4σx · π∗x c1(Lx)

)

= 1+ 2σx + π∗x c1(Lx)+ 1

2
π∗x c1(Lx)

2,

td(Tπx
)≤2 = 1+ σx + 1

2
π∗x c1(Lx)

+ 1

12

(
4σx

2 + π∗x c1(Lx)
2 + 4σx · π∗x c1(Lx)

)

= 1+ σx + 1

2
π∗x c1(Lx)+ 1

12
π∗x c1(Lx)

2,
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et

ι∗xch(TX)≤2 = ι∗x

(
n+ c1(X)+ 1

2

(
c1(X)2 − 2c2(X)

))
.

Finalement,(
ch

(((
ι∗xTX

)
/Tπx

)
(−σx)

) · td(Tπx
)
)

2

= ι∗x

((
�+ 1

2�
− 1

�2

)
c2

1(X)− c2(X)

)
+ n− 1

12
π∗x c1(Lx)

2

et

c1(V
b,l
x ) = πx∗

(
ch

((
(ι∗xTX)/Tπx

)
(−σx)

) · td(Tπx
)
)

2

= πx∗ι∗x

((
�+ 1

2�
− 1

�2

)
c2

1(X)− c2(X)

)
∈ Pic(Vb,l

x )⊗Q.

��
Remarque 4.4. L’extension

0 −→ OVb,l
x
−→ Ex −→ Mx −→ 0

est scindée. Soit α sa classe dans H1(Vb,l
x , Lx). La restriction πx |σx

de πx à σx est
un isomorphisme de σx sur Vb,l

x . Nous noterons encore Lx le fibré πx
∗
|σx

Lx et α la
classe πx

∗
|σx

α ∈ H1(σx, Lx).

Lemme 4.5. ([voir [Dr04] Lemmes 3.2 et 3.3) La classe du fibré OP
Vb,l

x
(Ex)(1)⊗

π∗x Lx dans

Pic(2σx) � Pic(σx)⊕ H1(σx, Lx)

est (0, α).

Le fibré
(
OP

Vb,l
x

(Ex)(−1)⊗ π∗x Mx

)⊗�

est isomorphe au fibré ι∗xωX. La classe �α

est donc nulle et α l’est aussi.

5. Démonstration des résultats

Lemme 5.1. Soit Y une variété algébrique connexe, projective et lisse sur C. Soit
E un fibré vectoriel de rang 2 sur Y, extension d’un fibré en droites M par le
fibré trivial OY. Soient Z := PY(E) et p : Z −→ Y le morphisme naturel. Soit
σ ⊂ Z la section de p correspondant au quotient inversible M de E. Supposons
qu’il existe une variété algébrique X projective et lisse sur C et un morphisme
q : Z −→ X qui contracte σ sur un point de X. Si β est un cycle de codimension
pure k > 0 sur X alors

q∗(Z) · β = q∗
(
p∗α · (σ − p∗c1(M))

)
où α = p∗q∗β est un cycle de codimension k − 1 sur Y.
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Démonstration. L’anneau A(Z) est un module libre sur A(Y) engendré par la
classe fondamentale de Z et la première classe de Chern du fibré tautologique
(voir [Fu98] Theorem 3.3). Ici, la première classe de Chern du fibré tautologique
est σ et

σ 2 = p∗c1(E) · σ − c2(E) = p∗c1(M) · σ (voir [Fu98] Remark 3.2.4).

Le cycle q∗β s’écrit donc

q∗β = p∗γ · σ + p∗δ

avec γ ∈ Ak−1(Y) et δ ∈ Ak(Y). Le cycle γ est donné par le calcul

(α =)p∗q∗β = γ · p∗σ = γ.

La section σ étant contractée par q sur un point de X et le cyle β étant de codi-
mension au moins 1,

0 = q∗β · σ = p∗(α · c1(M)+ δ) · σ,

et donc

δ = −α · c1(M).

Finalement

q∗(Z) · β = q∗q∗β = q∗
(
p∗α · (σ − p∗c1(M))

)
.

Lemme 5.2. Si Y est une variété algébrique connexe, projective et lisse sur C de
dimension n et si L est un fibré en droites ample et engendré par ses sections
globales sur Y alors le système linéaire |KY +mc1(L)| est sans point base pour
tout m ≥ n sauf si m = n et (Y, L) � (Pn,OPn(1)).

Démonstration. Il suffit de montrer que le système linéaire |KY + nc1(L)| est
sans point base sauf si (Y, L) � (Pn,OPn(1)).

Le diviseur KY+nc1(L) est numériquement effectif si et seulement si (Y, L) ��
(Pn,OPn(1)) (voir [Fu87] Theorem 1). Supposons (Y, L) �� (Pn,OPn(1)) et mon-
trons le résultat par récurrence sur la dimension n de Y. Si n = 1 alors le résultat
est immédiat. Supposons n ≥ 2. Soit H ∈ |L| un diviseur général. Le groupe
H1(OY(KY + (n− 1)H)) est nul par le théorème d’annulation de Kodaira. L’ap-
plication de restriction

H0 (Y,OY(KY + nH)) −→ H0 (H,OH(KY + nH))

est donc surjective. Le diviseur (KY+nH)|H = KH+(n−1)H|H est numériquement
effectif par la formule d’adjonction. Si le système linéaire |KH + (n− 1)H|H | est
sans point base alors |KY + nH| l’est donc également. ��
5.3. Soit X une variété algébrique complexe, connexe, projective et lisse.
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Définition 5.4. Une famille couvrante de courbes rationnelles sur X est une com-
posante irréductible H du schéma Hb introduit au paragraphe 3, telle que le
morphisme d’́evaluation P1 × H −→ X soit dominant.

Une telle famille de courbes rationnelles existe si et seulement si X est uniréglée, ce
que nous supposerons maintenant. Pourx ∈ X, notons Hx :=H∩Hom(P1, X, 0 
→
x).

Lemme 5.5. (voir [De01] Proposition 4.14) Si x ∈ X est général alors les mor-
phismes paramétrés par Hx sont libres.

Si x ∈ X est général, Hx est donc une composante connexe du schéma Hb,l
x

introduit au paragraphe 3. Nous pouvons donc utiliser les résultats des paragraphes
3 et 4.

Soit x ∈ X général. Le schéma Hx est lisse sur C de dimension h0(P1, f ∗TX⊗
I0) en [f ] ∈ Hx . Notons Vx et Ux les quotients géométriques de Hx et P1 × Hx

par G0. Les variétés Vx et Ux sont lisses sur C de dimension � − 2 et � − 1
respectivement, où � := c1(X) · f∗(P1) avec [f ] ∈ Hx . Soient πx et ιx

Ux

ιx−−−→ X

πx

�
Vx

les morphismes naturels. Enfin, soitσx ⊂ Ux la section deπx , quotient géométrique
de {0} × Hx par le groupe G0. La section σx est contractée par ιx sur x ∈ X.

Définition 5.6. La famille H de courbes rationelles est dite minimale si Vx est
propre sur C pour x ∈ X général.

Le morphisme ιx est alors fini (voir [De01] Proposition 3.2).

Notation 5.7. Si H′x est une composante irréductible de Hx nous noterons U′x , V′x ,
σ ′x , ι′x , π ′x , M′x et L′x les variétés, morphismes et fibrés correspondants.

Théorème 5.8. Sous les hypothèses 2.1, si x ∈ X est général et si U′x est une
composante irréductible de Ux alors les cycles

ι′x∗(U
′
x) · c1(X)2 ∈ A�−3(X)⊗Q

et

ι′x∗(U
′
x) ·

(
c2(X)− �− 1

2�
c1(X)2

)
∈ A�−3(X)⊗Q

sont effectifs.
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Démonstration. En utilisant les formules (voir paragraphe 4)

ι′x
∗
c1(X)=�(σ ′x + π ′x

∗
c1(L

′
x)), ι′x

∗
c1(X) · σ ′x = 0 et σ ′x

2 = −σ ′x · π ′x∗c1(L
′
x)

on trouve

π ′x∗ι
′
x

∗
c1(X)2 = �2c1(L

′
x).

En appliquant le lemme 5.1, on obtient

ι′x∗(U
′
x) · c1(X)2 = 1

�2
ι′x∗

(
π ′x
∗
c1(L

′
x) ·

(
σ ′x + π ′x

∗
c1(L

′
x)

))
.

Pour obtenir le premier des deux résultats, il suffit donc de montrer que le fibré
en droites L′x est ample et engendré par ses sections globales, ce que nous allons
faire.

Si [f ] ∈ H′x alors la courbe f (P1) est immergée en x (voir [Ke02] Theorem
3.3) : la restriction de la différentielle de l’application ι′x à Tπ ′x ⊂ TU′x définit un
morphisme

τ ′x : V′x −→ P(T∗X,x)

qui à [f ] ∈ V′x associe la droite df0(TP1,0) de TX,x (voir [Ke02] 3.2). Le fibré
en droites L′x est isomorphe au fibré τ ′x

∗OP(T∗X,x )(1) et, puisque τ ′x est fini (voir
[Ke02] Theorem 3.4), L′x est ample et engendré par ses sections globales. Le cycle
ι′x∗(U

′
x) · c1(X)2 est donc bien effectif.

La démonstration de la deuxième assertion du théorème est similaire. La for-
mule (voir Proposition 4.3)

c1(V
′
x) = π ′x∗ι

′
x

∗
((

�+ 1

2�
− 1

�2

)
c1(X)2 − c2(X)

)

donne

π ′x∗ι
′
x

∗
(

c2(X)− �− 1

2�
c1(X)2

)
= −c1(V

′
x)+ (�− 1)c1(L

′
x) := α,

et, en utilisant à nouveau le lemme 5.1, on obtient

ι′x∗(U
′
x) ·

(
c2(X)− �− 1

2�
c1(X)2

)
= ι′x∗

(
π ′x
∗
α · (σ ′x + π ′x

∗
c1(L

′
x)

))
.

Le cycle α est effectif par le lemme 5.2 et π ′x
∗
α · σ ′x et α · c1(L′x) le sont donc

aussi. Le théorème est démontré. ��
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Théorème 5.9. Sous les hypothèses 2.1, si x ∈ X est général et si U′x est une
composante irréductible de Ux alors le cycle

ι′x∗(U
′
x) ·

(
c2(X)−

(
�− 1

2�
+ 1

�2

)
c1(X)2

)
∈ A�−3(X)⊗Q

est effectif sauf s’il existe un morphisme fini X̂ −→ X et une application ration-
nelle presque régulière ϕ : X̂ ��� Z dont les fibres générales sont des espaces
projectifs sur C de dimension �− 1, tels que les courbes rationnelles considérées
soient les images dans X des droites contenues dans les fibres de ϕ.

Démonstration. Soit maintenant α := −c1(V′x) + (� − 2)c1(L′x) ∈ A�−3(V′x) le
cycle tel que (voir Lemme 5.1)

ι′x∗(U
′
x) ·

(
c2(X)−

(
�− 1

2�
+ 1

�2

)
c1(X)2

)
= ι′x∗

(
π ′x
∗
α · (σ ′x + π ′x

∗
c1(L

′
x)

))
.

Le cycle α est effectif sauf si (V′x, L′x) � (P�−2,OP�−2(1)) d’après le lemme 5.2.
Si α est effectif alors π ′x

∗
α · σ ′x et α · c1(L′x) le sont également et le cycle

ι′x∗(U
′
x) ·

(
c2(X)−

(
�− 1

2�
+ 1

�2

)
c1(X)2

)

est donc effectif dans ce cas. Si (V′x, L′x) � (P�−2,OP�−2(1)) alors

ι′x∗(U
′
x) ·

(
c2(X)− �− 1

2�
c1(X)2

)
= 0

et le cycle

ι′x∗(U
′
x) ·

(
c2(X)−

(
�− 1

2�
+ 1

�2

)
c1(X)2

)
=−ι′x∗

(
π ′x
∗
c1(L

′
x) ·

(
σ ′x + π ′x

∗
c1(L

′
x)
))

n’est pas effectif sauf si � = 2, auquel cas il est nul. Supposons maintenant que
l’ensemble � des points x de X tels que le cycle

ι′x∗(U
′
x) ·

(
c2(X)−

(
�− 1

2�
+ 1

�2

)
c1(X)2

)

ne soit pas effectif pour au moins une composante irréductible U′x de Ux soit
dense dans X. Si x ∈ � alors, d’après la discussion qui précède, il existe une
composante irréductible V′x de Vx telle que (V′x, L′x) � (P�−2,OP�−2(1)).

Supposons montré que pour x général dans X et pour toute composante
connexe V′′x de Vx , on a (V′′x, L′′x) � (P�−2,OP�−2(1)).

Six est toujours général dans X et siV′′x est une composante connexe deVx alors
τ ′′x est une immersion fermée et τ ′′x (V′′x) est un sous-espace linéaire de P(T∗X,x).
L’existence d’un morphisme fini X̂ −→ X et d’une application rationnelle presque



Classes de Chern des variétés uniréglées 931

régulière ϕ : X̂ ��� Z dont les fibres générales sont des espaces projectifs sur
C de dimension � − 1, tels que les courbes rationnelles considérées soient les
images dans X des droites contenues dans les fibres de ϕ sont alors démontrées
dans [Ar04] (Theorem 3.1). Le théorème est alors démontré.

Il nous reste à démontrer ce point. Rappelons que H a été défini comme étant
une composante irréductible du schéma des morphismes génériquement injectifs
de P1 vers X. Notons Hl l’ouvert non vide (voir Lemme 5.5) de H formé des
morphismes libres, Vl le quotient géométrique de Hl par G et Ul le quotient de
P1 × Hl par G. Considérons l’application cycle (voir [Ko96] Corollary I 6.9)

c : Hl −→ Chow(X)

donnée par

[f ] 
→ f∗P1.

Si V est la normalisation de l’adhérence de c(Hl) dans Chow(X) et U celle du
cycle universel sur V, il résulte de [Mo79], Lemma 9, que Vl est isomorphe à
l’image inverse dans V de c(Hl), et Ul à son image inverse dans U. La construction
précédente va nous permettre de séparer les composantes connexes des schémas
Vx pour x général dans X.

Soient π̄ et ῑ

U

π̄

��

ῑ �� X

V

les morphismes naturels. Les fibres générales de π̄ sont des droites projectives
complexes. Le point essentiel est que l’image de U \ U par ῑ est un fermé strict
de X puisque le schéma Vx est propre sur C pour x ∈ X général. Si x ∈ X est
général alors ῑ−1(x) ⊂ U et ῑ est lisse au dessus d’un ouvert non vide de X (voir
[Ko96] II 3.5.3 et Lemme 5.5). La restriction de la différentielle de l’application
ῑ à Tπ̄ ⊂ TU définit une application rationnelle τ

P(
1
X)

��
U

ῑ ��

τ
��

�
�

�
�

X

bien définie au-dessus d’un ouvert non vide de X (voir [Ke02] Theorem 3.3). Soit
ι̂ : U −→ X̂ la factorisation de Stein de ῑ. Le morphisme X̂ −→ X est étale au-
dessus d’un ouvert de X. Soit τ̂ l’application rationnelle définie par la restriction
de la différentielle de l’application ι̂ à Tπ̄ ⊂ TU
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P(
1
X)

��

P(
1
X̂
)��� � � � � � �

��

U
ι̂

�����������
ῑ

�����������

τ̂

���
�

�
�

τ

		�
�

�
�

�

X X̂��

qui est bien définie au-dessus d’un ouvert non vide de X. Il faut enfin remarquer
que le morphisme Ux ⊃ σx � Vx −→ ῑ−1(x) ⊂ U est un isomorphisme si x ∈ X
est général.

L’ensemble � est dense dans X par hypothèse. L’ensemble des points x̂ ∈ X̂
tels que

(
ι̂−1(x̂), τ̂ ∗O

P
(

1

X̂

)(1)
|ι̂−1(x̂)

)
� (

P�−2,OP�−2(1)
)

est donc dense dans X̂. Le faisceau ωU/X̂ ⊗ τ̂ ∗OP(
1
X̂
)(� − 1) est plat au-dessus

d’un ouvert non vide de X. Si x̂ ∈ X̂ est un point général alors le faisceau
ωU/X̂ ⊗ τ̂ ∗OP(
1

X̂
)(�− 1)

|ι̂−1(x̂)
est engendré par ses sections globales (voir Lemme

5.2) et trivial au-dessus d’un point de �. L’ensemble des points de X̂ où l’es-
pace des sections de ce faisceau est de dimension 1 est en particulier ouvert
dans X̂ (voir [Ha77] Theorem 12.8) et non vide par hypothèse. Le faisceau
ωU/X̂ ⊗ τ̂ ∗OP(
1

X̂
)(�− 1)

|ι̂−1(x̂)
est donc trivial pour x̂ ∈ X̂ général et, d’après

le critère de Kobayashi et Ochiai (voir [KO73]),
(

ι̂−1(x̂), τ̂ ∗OP(
1
X̂
)(1)

|ι̂−1(x̂)

)
� (

P�−2,OP�−2(1)
)
,

ce qui démontre le résultat annoncé plus haut puisque le morphisme X̂ −→ X est
fini. ��
Proposition 5.10. Sous les hypothèses 2.1, le cycle

ιx∗(Ux) ·
(

c2(X)− �− 1

2�
c1(X)2

)
∈ A�−3(X)⊗Q

est nul pour x ∈ X général si et seulement s’il existe un morphisme fini X̂ −→ X
et une application rationnelle presque régulière ϕ : X̂ ��� Z dont les fibres
générales sont des espaces projectifs sur C de dimension � − 1, tels que les
courbes rationnelles considérées soient les images dans X des droites contenues
dans les fibres de ϕ.
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Démonstration. Si le cycle

ιx∗(Ux) ·
(

c2(X)− �− 1

2�
c1(X)2

)
∈ A�−3(X)⊗Q

est nul pour x ∈ X général alors

(V′x, L′x) �
(
P�−2,OP�−2(1)

)

pour toute composante connexe V′x de Vx (voir Théorème 5.8) et le Theorem 3.1
de [Ar04] donne la conclusion cherchée.

Inversement, supposons qu’il existe un morphisme fini ν : X̂ −→ X et une
application rationnelle presque régulière ϕ : X̂ ��� Z dont les fibres générales sont
des espaces projectifs sur C de dimension �− 1, tels que les courbes rationnelles
considérées soient les images dans X des droites contenues dans les fibres de ϕ.
Soient F � P�−1 une fibre générale de ϕ et j : F ↪→ X̂ l’immersion fermée de F
dans X̂. La formule de projection donne

F · ν∗
(

c2(X)− �− 1

2�
c1(X)2

)
= j∗

(
c2(F)− �− 1

2�
c1(F)2

)

= 0

et

ιx∗(Ux) ·
(

c2(X)− �− 1

2�
c1(X)2

)
= ν∗(F) ·

(
c2(X)− �− 1

2�
c1(X)2

)

= ν∗

(
F · ν∗(c2(X)− �− 1

2�
c1(X)2)

)

= 0.

Remarque 5.11. Le résultat 5.9 peut être amélioré sous les hypothèses suivantes.
Supposons � = 3 ou encore dim(V′x) = 1. Soit D′x ⊂ V′x le diviseur de V′x tel que
l’application induite

TV′x −→ τ ′x
∗TP(T∗X,x )(−D′x)

soit partout non nulle : son conoyau Q est donc localement libre. Supposons D′x
non nul. Le fibré τ ′x

∗TP(T∗X,x ) ⊗ M′x étant engendré par ses sections globales, le
faisceau Q⊗OV′x (D

′
x)⊗M′x l’est également.

Lemme 5.12. Soit Y une variété complexe lisse de dimension n ≥ 1. Si G est un
faisceau cohérent, localement libre en codimension 1 et engendré par ses sections
globales alors le cycle c1(G) ∈ A(Y) est effectif.
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Démonstration. Le faisceau G est localement libre sur un ouvert Y0 ⊂ Y dont le
complémentaire est de codimension au moins 2 dans Y et G|Y0 est également en-
gendré par ses sections globales. Notons i l’inclusion de Y0 dans Y. L’application
i∗ : An−1(Y) −→ An−1(Y0) étant un isomorphisme, il suffit de traiter le cas où G
est localement libre et engendré par ses sections globales, qui est immédiat. ��
Soit α := c1(Q⊗OV′x (D

′
x)⊗M′x) ∈ A�−3(V′x). Le cycle α est effectif d’après le

lemme 5.12,

c1(V
′
x) = c1(L

′
x)+ (n− 1)(c1(L

′
x)− D′x)− c1(Q)

= c1(L
′
x)+ (n− 1)(c1(L

′
x)− D′x)+ (n− 2)(−c1(L

′
x)+ D′x)− α

= 2c1(L
′
x)− D′x − α

et

ι′x∗(U
′
x) · (c2(X)− 1

3
c1(X)2) = 1

2�
ι′x∗(π

′
x

∗
(D′x + α) · (σ ′x + π ′x

∗
c1(L

′
x))).

Sous les hypothèses précédentes, le cycle ι′x∗(U
′
x) · (c2(X) − 1

3c1(X)2) est donc
effectif et non trivial sauf si la seconde alternative du Théorème 5.9 est vérifiée.

Le support du diviseur D′x est le lieu des points de V′x où le morphisme τ ′x est
ramifié. Le Lemme suivant en donne une caractérisation.

Lemme 5.13. (voir [Ar04] Proposition 2.7)Le morphisme τ ′x est une immersion
en [f ] ∈ V′x si et seulement si f ∗TX � OP1(2)⊕OP1(1)⊕O⊕n−2

P1 .
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